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1 Ââåäåíèå

2 Âàðèàöèîííàÿ ôîðìóëèðîâêà ýëëèïòè÷åñêîé êðàåâîé çàäà÷è âòî-

ðîãî ïîðÿäêà

Çàïèøåì ýëëèïòè÷åñêóþ êðàåâóþ çàäà÷ó âòîðîãî ïîðÿäêà â îáùåì âèäå äëÿ äèôôåðåíöèàëü-
íîãî îïåðàòîðà â äèâåðãåíòíîé ôîðìå, êîòîðàÿ íåîáõîäèìà äëÿ ïåðåõîäà îò êðàåâîé çàäà÷è ê
åå âàðèàöèîííîé ôîðìóëèðîâêå

Lu = f, Lu := −
d∑

i,j=1

∂i (aij(x)∂ju(x)) + c(x)u(x), x ∈ Ω ⊂ Rd, d ≥ 2. (1)

Â ñèëó ýëëèïòè÷íîñòè êðàåâîé çàäà÷è èìååì, ÷òî ñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà A(x) = (aij(x)) èìååò
íåíóëåâûå âåùåñòâåííûå ñîáñòâåíííûå çíà÷åíèÿ îäèíàêîâîãî çíàêà. Ïîëàãàåì, ÷òî ìàòðèöà A(x)
ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííîé.

Íåîäíîðîäíàÿ çàäà÷à Äèðèõëå äëÿ îïåðàòîðà L çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

Lu(x) = f(x), x ∈ Ω, (2)

u(x) = gD(x), x ∈ ∂Ω. (3)

Åñëè ïðàâàÿ ÷àñòü â óñëîâèè Äèðèõëå ðàâíà íóëþ, gD = 0, èìååì îäíîðîäíóþ çàäà÷ó Äèðèõëå

Lu(x) = f(x), x ∈ Ω, (4)

u(x) = 0, x ∈ ∂Ω. (5)

Çàäà÷à Íåéìàíà äëÿ îïåðàòîðà L èìååò ñëåäóþùèé âèä

Lu(x) = f(x), x ∈ Ω, (6)∑
i,j

aij∂ju(x)ni = gN (x), x ∈ ∂Ω. (7)

Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå îïåðàòîðà Ëàïëàñà aij(x) = δij è ãðàíè÷íîå óñëîâèå ïðèíèìàåò âèä∑
i ∂iuni = gN èëè ∂u/∂n = gN .
Ïðèâåäåì òàêæå ïðèìåð êðàåâîé çàäà÷è ñî ñìåøàííûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

Lu(x) = f(x), x ∈ Ω, (8)

u(x) = gD(x), x ∈ ΓD, (9)∑
i,j

aij∂ju(x)ni = gN (x), x ∈ ΓN , (10)

ãäå ∂Ω = ΓD ∪ ΓN , ΓD ∩ ΓN = ∅, measure(ΓD) > 0.

Îïðåäåëåíèå 2.1. Ôóíêöèÿ u(x) íàçûâàåòñÿ êëàññè÷åñêèì ðåøåíèåì çàäàííîãî äèôôåðåí-
öèàëüíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè, åñëè ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò
çàäàííîìó óðàâíåíèþ â êàæäîé òî÷êå îáëàñòè x ∈ Ω, óäîâëåòâîðÿåò çàäàííûì ãðàíè÷íûì óñëî-
âèÿì è ñïðàâåäëèâî, â ÷àñòíîñòè, ÷òî u(x) ∈ C2(Ω) ∩ C0(Ω̄) äëÿ êðàåâîé çàäà÷è Äèðèõëå è
u(x) ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω̄) äëÿ êðàåâîé çàäà÷è Íåéìàíà.

Ïðèâåäåì ïðèìåð çàäà÷è, íå èìåþùåé êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ.
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Ïðèìåð 2.1. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå Ïóàññîíà â îáëàñòè Ω = (−1, 1)d

−∆u(x) = f(x), x ∈ Ω

ñ îäíîðîäíûì óñëîâèåì Äèðèõëå
u(x) = 0 x ∈ ∂Ω.

Ïîëàãàåì f(x) = sgn(0.5 − |x|). Ïðèâåäåííàÿ çàäà÷à íå èìååò êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ òàê êàê
∆u(x) ÿâëÿåòñÿ ðàçðûâíîé ôóíêöèåé è óñëîâèå u(x) ∈ C2(Ω) íå âûïîëíÿåòñÿ.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ èñïîëüçóåòñÿ âàðèàöèîííàÿ (èíòåãðàëüíàÿ, ñëà-
áàÿ) ôîðìóëèðîâêà èñõîäíîé êðàåâîé çàäà÷è, ïîýòîìó ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ îòíîñèòñÿ ê
âàðèàöèîííûì ÷èñëåííûì ìåòîäàì. Ïåðåõîä îò êðàåâîé çàäà÷è ê âàðèàöèîííîé çàäà÷å îñóùåñòâ-
ëÿåòñÿ ñ ïðèìåíåíèåì ôîðìóëû èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì.

Òåîðåìà 2.1 (èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì). Ïóñòü îáëàñòü Ω ⊂ Rd èìååò C1-ãðàíèöó ∂Ω è

âíåøíþþ íîðìàëü n : ∂Ω→ Rd. Òîãäà äëÿ ôóíêöèé u(x), v(x) ∈ C1(Ω̄,R) âûïîëíÿåòñÿ∫
Ω
∂iuvdx = −

∫
Ω
u∂ivdx +

∫
∂Ω
uvnids, (11)

èëè â âåêòîðíîì âèäå ∫
Ω
∇uvdx = −

∫
Ω
u∇vdx +

∫
∂Ω
uvnds,

ãäå dx = dx1dx2 . . . dxd � ýëåìåíò d-ìåðíîãî îáúåìà â îáëàñòè Ω, ds � ýëåìåíò (d− 1)-ìåðíîãî
îáúåìà íà ∂Ω.

Ïðèìåíèì ôîðìóëó èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì äëÿ i-îé êîìïîíåíòû âåêòîðíîãî ïîëÿ w(x),
çàäàííîãî íà îáëàñòè Ω, â i-îì íàïðàâëåíèè è ïðîñóììèðóåì ïî i = 1, ..., d∫

Ω
∇ ·wvdx = −

∫
Ω
w · ∇vdx +

∫
∂Ω

w · nvds. (12)

×àñòíûé ñëó÷àé ñîîòíîøåíèÿ (12) äëÿ òåñòîâîé ôóíêöèè v(x) = 1∫
Ω
∇ ·wdx =

∫
∂Ω

w · nds (13)

íàçûâàåòñÿ òåîðåìîé î äèâåðãåíöèè èëè ôîðìóëîé Îñòðîãðàäñêîãî (Ãàóññà-Îñòðîãðàäñêîãî)
è îçíà÷àåò ðàâåíñòâî èíòåãðàëà îò äèâåðãåíöèè ïîëÿ w ïî îáëàñòè Ω åãî ïîòîêó ÷åðåç ãðàíèöó
îáëàñòè ∂Ω.

Ïîëàãàÿ w = ∇u â (12), ïîëó÷àåì ïåðâóþ ôîðìóëó Ãðèíà∫
Ω

∆uvdx = −
∫

Ω
∇u · ∇vdx +

∫
∂Ω

∂u

∂n
vds. (14)

2.1 Ïîñòðîåíèå âàðèàöèîííîé ôîðìóëèðîâêè

Ïåðå÷èñëèì øàãè, íåîáõîäèìûå äëÿ ïåðåõîäà îò êðàåâîé çàäà÷è ê ñîîòâåòñòâóþùåé åé âàðè-
àöèîííîé ôîðìóëèðîâêå.

1. Îïðåäåëèòü ïðîñòðàíñòâî òåñòîâûõ ôóíêöèé V íà îáëàñòè Ω è óìíîæèòü èñõîäíîå äèôôå-
ðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå íà òåñòîâóþ ôóíêöèþ v ∈ V . ×àñòî îïðåäåëåíèå ïðîñòðàíñòâà V
îñíîâûâàåòñÿ íà òðåáîâàíèÿõ ãëàäêîñòè äëÿ êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ u(x) èñõîäíîãî äèô-
ôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ è äîïîëíèòåëüíî ïîëàãàþò ôóíêöèè ïðîñòðàíñòâà V ðàâíûìè
íóëþ íà ÷àñòè ãðàíèöû îáëàñòè ñ óñëîâèåì Äèðèõëå, ΓD.
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2. Ïðîèíòåãðèðîâàòü ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå ïî îáëàñòè Ω è ïðèìåíèòü ôîðìóëó èíòåãðèðî-
âàíèÿ ïî ÷àñòÿì (11) ê ãëàâíîé ÷àñòè äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ. Îñíîâíàÿ èäåÿ �
ïîíèçèòü ïîðÿäîê ïðîèçâîäíîé ðåøåíèÿ u(x) â ãëàâíîé ÷àñòè äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíå-
íèÿ. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ïîðÿäîê ïðîèçâîäíîé äëÿ ôóíêöèè u(x)
ïîíèæàåòñÿ ñ äâóõ äî åäèíèöû.

3. Ó÷åñòü ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ çàäà÷è â èíòåãðàëàõ ïî ãðàíèöå îáëàñòè ∂Ω.

2.1.1 Îäíîðîäíàÿ çàäà÷à Äèðèõëå

Îñóùåñòâèì ïåðåõîä îò îäíîðîäíîé çàäà÷è Äèðèõëå (4)�(5) ê âàðèàöèîííîé çàäà÷å. Îïðåäå-
ëèì ïðîñòðàíñòâî V òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îíî óäîâëåòâîðÿëî òðåáîâàíèÿì ãëàäêîñòè äëÿ êëàñ-
ñè÷åñêîãî ðåøåíèÿ u(x), ïðè ýòîì íà ãðàíèöå îáëàñòè, ãäå çàäàíî óñëîâèå Äèðèõëå, ôóíêöèè èç
ïðîñòðàíñòâà V ïîëàãàåì ðàâíûìè íóëþ

V = {v : v ∈ C2(Ω) ∩ C0(Ω̄), v = 0 íà ∂Ω}.

Óìíîæèì óðàâíåíèå (4) íà òåñòîâóþ ôóíêöèþ v ∈ V (Øàã 1), ïðîèíòåãðèðóåì ïî îáëàñòè Ω è
ïðèìåíèì ê ãëàâíîé ÷àñòè äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ôîðìóëó èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì
(11) (Øàã 2). Ó÷òåì, ÷òî òåñòîâàÿ ôóíêöèÿ ðàâíà íóëþ íà ãðàíèöå îáëàñòè (Øàã 3).∫

Ω
(Lu− f) vdx =

∫
Ω

− d∑
i,j=1

∂i (aij∂ju) + cu− f

 vdx =

∫
Ω

 d∑
i,j=1

aij∂ju∂iv + cuv − fv

 dx = 0.

Çàïèøåì ïîëó÷åííîå ñîîòíîøåíèå â îïåðàòîðíîì âèäå

a(u, v) = l(v) ∀v ∈ V, (15)

ãäå a(u, v) � áèëèíåéíàÿ ôîðìà

a(u, v) =

∫
Ω

 d∑
i,j=1

aij∂ju∂iv + cuv

 dx, (16)

l(v) îáîçíà÷àåò ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë

l(v) =

∫
Ω
fvdx. (17)

Óðàâíåíèÿ (15) íàçûâàþòñÿ âàðèàöèîííûìè óðàâíåíèÿìè. Âàðèàöèîííàÿ çàäà÷à ôîðìó-
ëèðóåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå:

Íàéòè u ∈ V òàêóþ, ÷òî
a(u, v) = l(v) ∀v ∈ V. (18)

Íàïîìíèì, ÷òî ôóíêöèîíàë l : V → R íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì, åñëè

l(αu+ βv) = αl(u) + βl(v),

ãäå α, β ∈ R, u, v ∈ V . Ôóíêöèîíàë a : V ×W → R íàçûâàåòñÿ áèëèíåéíîé ôîðìîé, åñëè

a(u, αv + βw) = αa(u, v) + βa(u,w),

a(αu+ βv,w) = αa(u,w) + βa(v, w),

ãäå α, β ∈ R, u, v, w èç ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîñòðàíñòâ.
Åñëè ïðèìåíèòü ê âàðèàöèîííûì óðàâíåíèÿì (15) èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì â îáðàòíóþ

ñòîðîíó, òî ìû ïðèäåì ê êðàåâîé çàäà÷å (4)�(5) â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà ôóíêöèè v ∈ V .
Èìååì, ÷òî äëÿ êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ u(x) ôîðìóëèðîâêè (4)�(5) è (15)�(17) ýêâèâàëåíòíû.
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Çàìå÷àíèå 2.1. Êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå u(x) óäîâëåòâîðÿåò äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ (2) â
êàæäîé òî÷êå îáëàñòè Ω, òîãäà êàê ðåøåíèå âàðèàöèîííûõ óðàâíåíèé (15) óäîâëåòâîðÿåò äèôôå-
ðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ â èíòåãðàëüíîì ñìûñëå. Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (2) âêëþ÷àåò
âòîðûå ïðîèçâîäíûå ðåøåíèÿ u, òîãäà êàê âàðèàöèîííûå óðàâíåíèÿ (15) ñîäåðæàò òîëüêî ïåðâûå
ïðîèçâîäíûå. Êàê ñëåäñòâèå, ïðîñòðàíñòâî V â âàðèàöèîííûõ óðàâíåíèÿõ ìîæåò áûòü îïðåäå-
ëåíî øèðå ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðîì îïðåäåëåíî êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ çàäà÷è
Äèðèõëå ìîæíî îïðåäåëèòü V = C1(Ω)∩C0(Ω̄) âìåñòî ïðîñòðàíñòâà C2(Ω)∩C0(Ω̄) êëàññè÷åñêî-
ãî ðåøåíèÿ äëÿ çàäà÷è Äèðèõëå. Áîëåå òîãî, äëÿ ðåøåíèÿ âàðèàöèîííûõ óðàâíåíèé äîñòàòî÷íî
èìåòü êóñî÷íî-íåïðåðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ, ò.å. îñëàáèòü òðåáîâàíèå ïðèíàäëåæíîñòè ïðîñòðàí-
ñòâó C1(Ω). Îòìåòèì, ÷òî ïðè îñëàáëåíèè ãëàäêîñòè ðåøåíèÿ âàðèàöèîííîé çàäà÷è êëàññè÷åñêîå
ðåøåíèå èñõîäíîé êðàåâîé çàäà÷è è ñîîòâåòñòâóþùåå åìó ðåøåíèå âàðèàöèîííîé çàäà÷è â îáùåì
ñëó÷àå íå ñîâïàäàåò.

2.1.2 Íåîäíîðîäíàÿ çàäà÷à Äèðèõëå

Äëÿ ïåðåõîäà îò íåîäíîðîäíîé çàäà÷è Äèðèõëå (2)�(3) ê âàðèàöèîííîé ôîðìóëèðîâêå îñó-
ùåñòâëÿåòñÿ ïðåäâàðèòåëüíàÿ çàìåíà ïåðåìåííûõ äëÿ ñâåäåíèÿ íåîäíîðîäíîé çàäà÷è Äèðèõëå ê
îäíîðîäíîé çàäà÷å Äèðèõëå. À èìåííî, ïîëàãàåì w(x) := u(x) − u0(x) äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè
u0(x), êîòîðàÿ íà ãðàíèöå îáëàñòè ñîâïàäàåò ñ ôóíêöèåé gD(x) è óäîâëåòâîðÿåò òðåáîâàíèÿì
ãëàäêîñòè ðåøåíèÿ u(x)

u0 ∈ U = {u : u ∈ C2(Ω) ∩ C0(Ω̄), u = gD íà ∂Ω}.

Òîãäà, â ñèëó òîãî, ÷òî u(x) = w(x) + u0(x), ñòðîèì êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ ôóíêöèè w(x)

Lw = f − Lu0 x ∈ Ω

w = 0 x ∈ ∂Ω.

Îñóùåñòâèì ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ ïîñòðîåííîé îäíîðîäíîé çàäà÷è Äèðèõëå, ñì. ðàçäåë 2.1.1. Â
ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ âàðèàöèîííóþ çàäà÷ó

Íàéòè w ∈ V = {u : u ∈ C2(Ω) ∩ C0(Ω̄), u = 0 íà ∂Ω} òàêóþ, ÷òî

a(w, v) = l(v) ∀v ∈ V, (19)

ãäå

a(w, v) =

∫
Ω

 d∑
i,j=1

aij∂jw∂iv + cwv

 dx, (20)

l(v) =

∫
Ω
fvdx− a(u0, v). (21)

Òîãäà ðåøåíèå íåîäíîðîäíîé çàäà÷è Äèðèõëå (2)�(3) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå u(x) = w(x) +
u0(x), ãäå u(x) ∈ U .

2.1.3 Çàäà÷à Íåéìàíà

Ïðè ïåðåõîäå îò çàäà÷è Íåéìàíà (6)�(7) ê âàðèàöèîííîé ôîðìóëèðîâêå íåîáõîäèìî èçìåíèòü
âèä òåñòîâîãî ïðîñòðàíñòâà

V = {v : v ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω̄)}.
Â ýòîì ñëó÷àå èçìåíÿåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ôîðìóëû èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì∫

Ω
(Lu− f) vdx =

∫
Ω

 d∑
i,j=1

aij∂ju∂iv + cuv − fv

 dx−
∫
∂Ω

 d∑
i,j=1

aij∂juni

 vds = 0.
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Â ðåçóëüòàòå èìååì ñëåäóþùóþ âàðèàöèîííóþ ôîðìóëèðîâêó äëÿ çàäà÷è Íåéìàíà (6)�(7)
Íàéòè u ∈ V òàêóþ, ÷òî

a(u, v) = l(v) ∀v ∈ V, (22)

ãäå

a(u, v) =

∫
Ω

 d∑
i,j=1

aij∂ju∂iv + cuv

 dx, (23)

l(v) =

∫
Ω
fvdx +

∫
∂Ω
gNvds. (24)

2.1.4 Ñìåøàííàÿ çàäà÷à

Äëÿ ñëó÷àÿ ñìåøàííîé êðàåâîé çàäà÷è (8)�(10) âàðàöèîííàÿ çàäà÷à ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáú-
åäèíåíèå âàðèàöèîííîé çàäà÷è äëÿ çàäà÷è Äèðèõëå è âàðèàöèîííîé çàäà÷è äëÿ çàäà÷è Íåéìàíà.
Òåñòîâîå ïðîñòðàíñòâî çàäàåòñÿ â âèäå

V = {v : v ∈ C2(Ω), v = 0 íà ΓD}.

Ââåäåì çàìåíó w(x) = u(x)− u0(x), ãäå u0 ∈ U = {u : u ∈ C2(Ω), u = gD íà ΓD}, ñì. ðàçäåë 2.1.2.
Òîãäà âàðèàöèîííàÿ çàäà÷à äëÿ ôóíêöèè w ïðèíèìàåò âèä

Íàéòè w ∈ V òàêóþ, ÷òî
a(w, v) = l(v) ∀v ∈ V, (25)

ãäå

a(w, v) =

∫
Ω

 d∑
i,j=1

aij∂jw∂iv + cwv

 dx, (26)

l(v) =

∫
Ω
fvdx− a(u0, v) +

∫
ΓN

gNvds. (27)

Ðåøåíèå ñìåøàííîé êðàåâîé çàäà÷è (8)�(10) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå u(x) = w(x) + u0(x), ãäå
u0(x) ∈ U .

2.2 Ýêâèâàëåíòíîñòü êðàåâîé çàäà÷è, âàðèàöèîííîé çàäà÷è è çàäà÷è ìèíèìè-

çàöèè

Ïðèâåäåì ðåçóëüòàò èç âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ îá ýêâèâàëåíòíîñòè àáñòðàêòíîé çàäà÷è
ìèíèìèçàöèè è ñîîòâåòñòâóþùåé åé âàðèàöèîííîé çàäà÷è.

Òåîðåìà 2.2. Ïóñòü V � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî è a : V ×V → R � ñèììåòðè÷åñêàÿ ïîëîæè-

òåëüíàÿ áèëèíåéíàÿ ôîðìà è l : V → R � ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë. Êâàäðàòè÷íûé ôóíêöèîíàë

J(v)

J(v) :=
1

2
a(v, v)− l(v)

ïðèíèìàåò â V ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå â òî÷êå u, ò.å. J(u) = min{J(v) : v ∈ V }, òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿþòñÿ âàðèàöèîííûå óðàâíåíèÿ äëÿ íåèçâåñòíîé ôóíêöèè u è

çàäàííûõ ôóíêöèé v
a(u, v) = l(v) ∀v ∈ V.

Ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå åäèíñòâåííî.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà óñòàíàâëèâàåò ñâÿçü ìåæäó îäíîðîäíîé çàäà÷åé Äèðèõëå (4)�(5) è çàäà-
÷åé ìèíèìèçàöèè ñîîòâåòñòâóþùåãî åé ôóíêöèîíàëà.
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Òåîðåìà 2.3. Êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå îäíîðîäíîé çàäà÷è Äèðèõëå (4)�(5) äëÿ c(x) ≥ 0 ÿâëÿåòñÿ

ðåøåíèåì çàäà÷è ìèíèìèçàöèè

min {J(v) : v ∈ V }, (28)

J(v) :=

∫
Ω

1

2

d∑
i,j=1

aij∂iv∂jv +
1

2
cv2 − fv

 dx, (29)

V := {v : v ∈ C2(Ω) ∩ C0(Ω̄), v = 0 íà ∂Ω}. (30)

Ñïðàâåäëèâî òàêæå è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå: Ðåøåíèå çàäà÷è ìèíèìèçàöèè (28)�(30) ÿâëÿåò-

ñÿ êëàññè÷åñêèì ðåøåíèåì çàäà÷è (4)�(5).

Äîêàçàòåëüñòâî. (i) Ïîêàæåì, ÷òî çàäà÷à Äèðèõëå (4)�(5) ýêâèâàëåíòíà âàðèàöèîííîé çàäà÷å
(15)�(17). Ñîãëàñíî ïðåîáðàçîâàíèÿì â ðàçäåëå 2.1.1 èìååì, ÷òî îäíîðîäíàÿ çàäà÷à Äèðèõëå (4)�
(5) ïîçâîëÿåò ïåðåôîðìóëèðîâêó â âèäå âàðèàöèîííûõ óðàâíåíèé (15) äëÿ áèëèíåéíîé ôîðìû
(16) è ëèíåéíîé ôîðìû (17). Ïðèìåíåíÿÿ ôîðìóëó èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì ê áèëèíåéíîé
ôîðìå èìååì îáðàòíîå óòâåðæäåíèå, ÷òî ðåøåíèå âàðèàöèîííûõ óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì
çàäà÷è Äèðèõëå.

(ii) Ïîêàæåì, ÷òî çàäà÷à ìèíèìèçàöèè (28)�(30) ýêâèâàëåíòíà âàðèàöèîííîé çàäà÷å (15)�(17).
Ñîãëàñíî òåîðåìå 2.2 íåîáõîäèìî ïîêàçàòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíî-äèôôåðåíöèðóåìûõ
ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì, áèëèíåéíàÿ ôîðìà (16) ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷åñêîé
è ïîëîæèòåëüíîé, à ôóíêöèîíàë (17) ëèíåéíûì.

� Äëÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé ñïðàâåäëèâî, ÷òî ∀u, v ∈ V è α, β ∈ R èìååì
αu+ βv ∈ V .

� Ñâîéñòâî ñèììåòðè÷íîñòè a(u, v) = a(v, u) è ëèíåéíîñòè ôóíêöèîíàëà l(v) ïðîâåðÿþòñÿ
íåïîñðåäñòâåííîé ïîäñòàíîâêîé.

� Câîéñòâî ïîëîæèòåëüíîñòè a(u, u) > 0,∀u ∈ V, u 6= 0 ñëåäóåò èç ýëëèïòè÷íîñòè îïåðàòîðà
L è îãðàíè÷åíèÿ c(x) ≥ 0.

Â ñèëó ñâîéñòâ ïðîñòðàíñòâà V è îïåðàòîðîâ a è l, ðåøåíèå âàðèàöèîííûõ óðàâíåíèé ìèíèìè-
çèðóåò ôóíêöèîíàë (29). Ñîãëàñíî òåîðåìå 2.2 ñïðàâåäëèâî òàêæå è îáðàòíîå: èç ñóùåñòâîâàíèÿ
åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è ìèíèìèçàöèè ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ âà-
ðèàöèîííîé çàäà÷è. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 2.3 ïðåäñòàâëÿåò ðåçóëüòàò äëÿ ñëó÷àÿ îäíîðîäíîé çàäà÷è Äèðèõëå. Ñëåäóþùàÿ òåî-
ðåìà ñïðàâåäëèâà äëÿ çàäà÷è Íåéìàíà.

Òåîðåìà 2.4. Êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è Íåéìàíà (6)�(7) äëÿ c(x) ≥ 0 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì

çàäà÷è ìèíèìèçàöèè

min {J(v) : v ∈ V }, (31)

J(v) :=

∫
Ω

1

2

d∑
i,j=1

aij∂iv∂jv +
1

2
cv2 − fv

 dx−
∫
∂Ω
gvds, (32)

V := {v : v ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω̄)}. (33)

Ñïðàâåäëèâî òàêæå è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå: Ðåøåíèå çàäà÷è ìèíèìèçàöèè (31)�(33) ÿâëÿåò-

ñÿ êëàññè÷åñêèì ðåøåíèåì çàäà÷è Íåéìàíà (6)�(7).

Çàìå÷àíèå 2.2. Ýêâèâàëåíòíîñòü êðàåâîé çàäà÷è è âàðèàöèîííîé çàäà÷è (çàäà÷è ìèíèìèçàöèè)
îïðåäåëÿåòñÿ ñâîéñòâàìè îïåðàòîðîâ a(u, v) è l(v), ò.å. çàâèñèò îò çàäàííûõ ôóíêöèé è êîýôôè-
öèåíòîâ èñõîäíîé çàäà÷è, à òàêæå ãåîìåòðèè îáëàñòè Ω. Èññëåäîâàíèå âîïðîñà ñóùåñòâîâàíèÿ
ðåøåíèÿ âàðèàöèîííûõ óðàâíåíèé íàêëàäûâàåò îãðàíè÷åíèÿ íà ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé V , ñì.
Òåìó 4.
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Çàäàíèÿ

Çàäàíèå 2.1 (òåîðèÿ). Äëÿ çàäàííîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ w = (−y2,−2xy)T ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå
òåîðåìû äëÿ äèâåðãåíöèè (13) íà îáëàñòè Ω = (−1, 1)× (−1, 1).

Çàäàíèå 2.2 (òåîðèÿ). Ïîñòðîéòå âàðèàöèîííóþ çàäà÷ó è çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè, ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå êðàåâîé çàäà÷å. Ïðåäâàðèòåëüíî äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð íåîáõîäèìî ñôîðìóëèðîâàòü
â äèâåðãåíòíîé ôîðìå, ñì. (1)

Âàðèàíòû:

1.

−u′′(x) + εu(x) = f(x) x ∈ Ω = (0, 1), ε > 0

u(x) = 0 x ∈ ∂Ω.

2.

cos (x)u′′(x)− sin (x)u′(x)− xu(x) = 1 x ∈ Ω =
(

0,
π

6

)
,

u′(0) = −u(0),

u(π/6) = 0.

3.

(x2 + 1)u′′(x)− xu′(x) = sin (2πx) x ∈ Ω = (0, 1), ε > 0

u = 0 x ∈ ∂Ω.

Çàäàíèå 2.3 (òåîðèÿ). Çàäà÷à ìèíèìèçàöèè èìååò ñëåäóþùèé âèä

min {J(v) : v ∈ V },

J(v) :=

∫
Ω

(
a1(∂1v)2 + a2(∂2v)2 + a3(∂1v − ∂2v)2 − 2fv

)
dx,

V := {v : v ∈ C2(Ω) ∩ C0(Ω̄), v = 0 íà ∂Ω},

ãäå a1, a2, a3 > 0. Êàêîé âèä áóäåò èìåòü êðàåâàÿ çàäà÷à?
Íåîáõîäèìî çàïèñàòü âàðèàöèîííûå óðàâíåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå çàäà÷å ìèíèìèçàöèè, è

ïðèìåíèòü ôîðìóëó èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì (11) äëÿ ïåðåõîäà ê êðàåâîé çàäà÷å.

Çàäàíèå 2.4 (òåîðèÿ). Çàäàíà çàäà÷à ìèíèìèçàöèè

min {J(v) : v ∈ V },

J(v) :=

∫ b

a

(
1

2
[v′(x)]2 − f(x)v(x)

)
dx−Bv(b),

V := {v : v íåïðåðûâíà íà [a, b], v′ êóñî÷íî-íåïðåðûâíà íà [a, b], v(a) = 0}.

Íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü ýêâèâàëåíòíóþ ôîðìóëèðîâêó â âèäå âàðèàöèîííûõ óðàâíåíèé. Ïðè
êàêèõ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ ìîæíî ïåðåâåñòè âàðèàöèîííûå óðàâíåíèÿ â êðàåâóþ çàäà÷ó
äëÿ îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ? Ñôîðìóëèðóéòå êðàåâóþ çàäà÷ó.
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Çàäàíèå 2.5 (òåîðèÿ+ïðàêòèêà). Ïðîöåññ ðàñïðîñòðàíåíèÿ òåïëà â ïëàñòèíå, ñîñòîÿùåé èç äâóõ
ñëîåâ ðàâíîé òîëùèíû ñ êîýôôèöèåíòàìè òåïëîïðîâîäíîñòè k1 è k2, ñîîòâåòñòâåííî, îïèñûâàåòñÿ
ñëåäóþùèì óðàâíåíèåì òåïëîïðîâîäíîñòè

−∇ · (k1∇T1) = 0 (x, y) ∈ Ω1 = (0, 0.5)× (−δ, δ),

−∇ · (k2∇T2) = 0 (x, y) ∈ Ω2 = (0.5, 1)× (−δ, δ),

ãäå T1 = T1(x, y), T2 = T2(x, y). Íà ãðàíèöå ðàçäåëà äâóõ ñðåä âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ïåðåíîñà

[T ] = 0,

[
k
∂T

∂n

]
= 0 ïðè x = 0.5,

ãäå [·] îáîçíà÷àåò ñêà÷îê ôóíêöèè ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ëèíèþ ðàçäåëà, ò.å. [T ] = T2 − T1,
[
k ∂T
∂n

]
=

k1
∂T1
∂n − k2

∂T2
∂n . Íåîáõîäèìî íàéòè òåìïåðàòóðó ïëàñòèíû ïðè çàäàííîé òåìïåðàòóðå íà áîêîâûõ

ñòåíêàõ
T1 = 0 ïðè x = 0,

T2 = T0 ïðè x = 1,

ïðè îòñóòñòâèè òåïëîâîãî ïîòîêà íà âåðõíåé è íèæíåé ñòåíêàõ

∂T

∂n
= 0 ïðè y = ±δ.

1. Ïîñòðîèòü âàðèàöèîííóþ çàäà÷ó è çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè, ñîîòâåòñòâóþùóþ èñõîäíîé êðàå-
âîé çàäà÷å.

2. Ðåøèòü ïîñòðîåííóþ çàäà÷ó ñðåäñòâàìè GUI PDE Toolbox, èñïîëüçóÿ ðåæèì (Application
Mode) Heat Transfer, èëè íà îñíîâå ñêðèïòîâîé ðåàëèçàöèè ñðåäñòâàìè PDE Toolbox èëè ñ
èñïîëüçîâàíèåì ïàêåòà FEniCS â Ïèòîíå.

3. Íàéòè òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è ìåòîäîì íåîïðåäåëåííûõ êîýôôèöèåíòîâ, ïðè óñëîâèè, ÷òî
øèðèíà è âûñîòà ïëàñòèíû íàìíîãî áîëüøå åå òîëùèíû, ò.å. Ti = Ti(x) â Ωi, i = 1, 2.
Êóñî÷íî-íåïðåðûâíîå òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è âî âñåé îáëàñòè Ω ìîæíî îïðåäåëèòü ñ ïîìî-
ùüþ ôóíêöèè Õåâèñàéäà θ(x)

Texact(x) = T1(x) (1− θ(x− 0.5)) + T2(x)θ(x− 0.5),

ãäå

θ(x) =


0, x < 0,
1
2 , x = 0,
1, x > 0.

Â ÷àñòíîñòè, â Matlab ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà ðåàëèçîâàíà ñ ïîìîùüþ âñòðîåííîé ôóíêöèè
heaviside.

4. Ñðàâíèòü âèçóàëüíî ïðèáëèæåííîå êîíå÷íî-ýëåìåíòíîå ðåøåíèå è ïîñòðîåííîå òî÷íîå ðå-
øåíèå Texact.

Âàðèàíòû:

1. k1 = 1, k2 = 10, T0 = 10, δ = 1,

2. k1 = 1, k2 = 100, T0 = 1, δ = 2,

3. k1 = 1, k2 = 1000, T0 = 10, δ = 5,
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4. k1 = 1, k2 = 104, T0 = 1, δ = 10,

5. k1 = 1, k2 = 105, T0 = 10, δ = 1,

6. k1 = 1, k2 = 106, T0 = 1, δ = 2,

7. k1 = 1, k2 = 107, T0 = 10, δ = 5,

8. k1 = 1, k2 = 106, T0 = 1, δ = 10,

9. k1 = 1, k2 = 105, T0 = 100, δ = 1,

10. k1 = 1, k2 = 104, T0 = 100, δ = 2.
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