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1 Ââåäåíèå

Íà ñåãîäíÿøíèé äåíü ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ (ÌÊÝ) ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ýôôåêòèâíûõ
è ÷àñòî èñïîëüçóåìûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ íàó÷íûõ è ïðèêëàäíûõ èíæåíåðíûõ çàäà÷,
ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè êîòîðûõ îïèñûâàþòñÿ ñ ïîìîùüþ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñò-
íûìè ïðîèçâîäíûìè. Â ÷àñòíîñòè, ÌÊÝ ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè
(ìåõàíèêà äåôîðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà, òåïëîîáìåí, ýëåêòðîìàãíåòèçì, àýðî- è ãèäðîäèíàìè-
êà). Î ïîïóëÿðíîñòè ìåòîäà ãîâîðèò òîò ôàêò, ÷òî ðåçóëüòàòîì çàïðîñà ¾�nite element method¿ â
ïîèñêîâîé ñèñòåìå Google ÿâëÿåòñÿ ∼ 16.1 ìëí ñòðàíèö, äëÿ ñðàâíåíèÿ ñ êîíå÷íî-ðàçíîñòíûì ìå-
òîäîì ¾�nite di�erence method¿, ðåçóëüòàòîì ïîèñêà êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ∼ 3.0 ìëí ñòðàíèö (àâãóñò
2021 ã.).

Ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ áûë ðàçðàáîòàí èíæåíåðàìè â êîíöå 50-õ ãîäîâ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷
ìåõàíèêè òâåðäîãî òåëà. Ïåðâûå ìàòåìàòè÷åñêèå ðàáîòû ïî ÌÊÝ � Õðåííèêîâ (1941), Êóðàíò
(1943), Ôðèäðèêñ (1962), Îãàíåñÿí (1966). ÌÊÝ ïîëó÷èë ïîïóëÿðíîñòü â êîíöå 70-õ ãîäîâ â èí-
æåíåðíûõ êðóãàõ è ñðåäè ìàòåìàòèêîâ. Ïåðâûé ó÷åáíèê ïî ÌÊÝ íàïèñàí â 1973 ãîäó àâòîðàìè
Ñòðåíã è Ôèêñ, èçâåñòíàÿ êíèãà ñðåäè èíæåíåíðîâ � Çèíêåâè÷ (1971).

Ýôôåêòèâíîñòü ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèìè õàðàêòåðèñòèêàìè ìå-
òîäà:

� ÌÊÝ ïîçâîëÿåò îñóùåñòâëÿòü ýôôåêòèâíîå êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðîâàíèå íåëèíåéíûõ ïðî-
öåññîâ;

� ÌÊÝ ïðèìåíÿåòñÿ â îáëàñòÿõ ëþáîé ãåîìåòðè÷åñêîé ñëîæíîñòè;

� ÌÊÝ îáëàäàåò ðàçâèòûì ìàòåìàòè÷åñêèì àïïàðàòîì äëÿ ïîñòðîåíèÿ è àíàëèçà ìåòîäà;

� ÌÊÝ ÿâëÿåòñÿ ãèáêèì â â àëãîðèòìèçàöèè; èíòåãðèðîâàí âî ìíîãèå ñèñòåìû êîìïüþòåðíîé
ìàòåìàòèêè è ÑÀÏÐ;

� ÌÊÝ ÷èñëåííî ýôôåêòèâåí äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ñ áîëüøèì ÷èñëîì íåèçâåñòíûõ ≈ 109.

Ïðîöåññ ðåøåíèÿ çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåí-
òîâ îáû÷íî ïðîõîäèò ïÿòü îñíîâíûõ ýòàïîâ:

1. Ïðåïðîöåññèíã: ïîñòðîåíèå âàðèàöèîííîé (èíòåãðàëüíîé, ñëàáîé) ôîðìóëèðîâêè çàäà÷è ìà-
òåìàòè÷åñêîé ôèçèêè ñ öåëüþ îñëàáëåíèÿ òðåáîâàíèé ãëàäêîñòè äëÿ ôóíêöèè ðåøåíèÿ;
îïðåäåëåíèå ôóíêöèîíàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà äëÿ íåèçâåñòíîé ôóíêöèè ðåøåíèÿ; èññëåäî-
âàíèå âîïðîñà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è â âàðèàöèîííîé ôîðìóëè-
ðîâêå.

2. Ðàçáèåíèå ðàñ÷åòíîé îáëàñòè çàäà÷è íà êîíå÷íîå êîëè÷åñòâî ïðîñòûõ ïîäîáëàñòåé (ýëå-
ìåíòîâ), òàêèõ êàê, íàïðèìåð, òðåóãîëüíèêè, ÷åòûðåõóãîëüíèêè â äâóìåðíîì ñëó÷àå èëè
òåòðàýäðû, ãåêñàýäðû â òðåõìåðíîì ñëó÷àå (íà ñåãîäíÿøíèé äåíü ýòîò ýòàï âûïîëíÿåòñÿ
àâòîìàòè÷åñêè ãåíåðàòîðàìè ñåòîê); îïðåäåëåíèå áàçèñíûõ ôóíêöèé êîíå÷íîìåðíîãî ïðî-
ñòðàíòñâà íà îñíîâå ðàçáèåíèÿ îáëàñòè äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ íåèçâåñòíîé ôóíêöèè ðåøåíèÿ
çàäà÷è.

3. Àïïðîêñèìàöèÿ íåèçâåñòíîé ôóíêöèè ðåøåíèÿ ñ ïîìîùüþ áàçèñíûõ ôóíêöèé èç Ýòàïà 2;
ïåðåõîä îò âàðèàöèîííûõ óðàâíåíèé ê êîíå÷íîìåðíîé ñèñòåìå àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé.

4. Ðåøåíèå ïîëó÷åííîé ñèñòåìû àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Â ðåçóëüòàòå èìååì àïïðîêñèìà-
öèþ ôóíêöèè ðåøåíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è.

5. Ïîñòïðîöåññèíã: Èññëåäîâàíèå òî÷íîñòè ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ, âèçóàëèàöèÿ ðåøåíèÿ è äð.
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Ðèñ. 1: Èíòåãðàöèÿ ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ â ñèñòåìó êîìïüþòåðíîé ìàòåìàòèêè.

Ìàòåìàòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ áàçèðóåòñÿ íà âàðèàöèîííîé (èí-
òåãðàëüíîé) ôîðìóëèðîâêå çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè (Òåìà 2). Ðåøåíèå âàðèàöèîííîé çà-
äà÷è èùåòñÿ â ôóíêöèîíàëüíîì ïðîñòðàíñòâå ñïåöèàëüíîãî âèäà (ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà) (Òåìà
3). Èññëåäîâàíèå âîïðîñà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ âàðèàöèîííîé çàäà÷è ïðåä-
ñòàâëåíî â Òåìå 4. Ðàçáèåíèå ðàñ÷åòíîé îáëàñòè çàäà÷è íà ãåîìåòðè÷åñêèå ýëåìåíòû ïîçâîëÿåò
ñôîðìóëèðîâàòü âàðèàöèîííóþ çàäà÷ó â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, ñïåöèàëüíûé âûáîð êî-
òîðîãî è îïðåäåëÿåò ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ (Òåìà 5). Ïîñòðîåíèþ ñèñòåìû àëãåáðàè÷åñêèõ
óðàâíåíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ ÌÊÝ, ïîñâÿùåíà Òåìà 6. Âîïðîñû ñõîäèìîñòè ìåòîäà êîíå÷íûõ
ýëåìåíòîâ îáñóæäàþòñÿ â Òåìàõ 7 è 8.

Ìàòåìàòè÷åñêèì àïïàðàòîì äëÿ èññëåäîâàíèÿ ÌÊÝ ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíûé àíàëèç (íåëèíåé-
íûå ôóíêöèîíàëû è íåëèíåéíûå îïåðàòîðû â áåñêîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ, âàðèàöèîííîå
èñ÷èñëåíèå).

1.1 Êëàññèôèêàöèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíû-

ìè âòîðîãî ïîðÿäêà

Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ðàçäåëÿþòñÿ íà íåñêîëüêî òèïîâ.
Â ñëó÷àå ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà ýòî ýëëèïòè÷åñêèå, ãèïåðáî-
ëè÷åñêèå è ïàðàáîëè÷åñêèå óðàâíåíèÿ. Òåîðèÿ è ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå äëÿ òðåõ òèïîâ óðàâ-
íåíèé î÷åíü ðàçëè÷àþòñÿ. Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ýëëèïòè÷åñêèõ çàäà÷ ïðèìåíÿþòñÿ êîíå÷íî-
ðàçíîñòíûå ìåòîäû è âàðèàöèîííûå ìåòîäû. Ê ïîñëåäíèì îòíîñèòñÿ ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ.
Îñíîâíûì ïðèìåíåíèåì ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ÿâëÿåòñÿ ÷èñëåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèé ýë-
ëèïòè÷åñêîãî òèïà.

Ëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè âòîðîãî ïîðÿäêà ñ n ïå-
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ðåìåííûìè x1, x2, . . . , xn çàïèøåì â ñëåäóþùåì âèäå

−
n∑

i,j=1

aij(x)
∂2u(x)

∂xi∂xj
+

n∑
i=1

bi(x)
∂u(x)

∂xi
+ c(x)u(x) = f(x), (1)

ãäå x = (x1, x2, . . . , xn), ôóíêöèÿ u(x) : Rn → R, ôóíêöèè aij(x), bi(x), c(x), f(x) ÿâëÿþòñÿ
çàäàíûìè. Â ñëó÷àå, êîãäà aij = const, bi = const è c = const, èìååì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå
ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Äëÿ äâàæäû íåïðåðûâíî-äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè u(x)

ñïðàâåäëèâî, ÷òî ∂2u
∂xi∂xj

= ∂2u
∂xj∂xi

, ñëåäîâàòåëüíî èìååì ñâîéñòâî ñèììåòðèè äëÿ êîýôôèöèåíòîâ

ïðè âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ aij(x) = aji(x) è ñîîòâåòñòâóþùàÿ n× n-ìàòðèöà

A(x) := (aij(x))ni,j=1

ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷åñêîé.

Îïðåäåëåíèå 1.1. Óðàâíåíèå (1) íàçûâàåòñÿ ýëëèïòè÷åñêèì â òî÷êå x, åñëè A(x) ïîëîæè-
òåëüíî îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà.

Óðàâíåíèå (1) íàçûâàåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèì â òî÷êå x, åñëè A(x) èìååò îäíî îòðèöàòåëüíîå
ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå è (n− 1) ïîëîæèòåëüíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé.

Óðàâíåíèå (1) íàçûâàåòñÿ ïàðàáîëè÷åñêèì â òî÷êå x, åñëè A(x) ïîëîæèòåëüíî ïîëóîïðåäå-
ëåííàÿ ìàòðèöà è ðàíã ðàñøèðåííîé ìàòðèöû (A(x), b(x)) ðàâåí n.

Óðàâíåíèå (1) íàçûâàåòñÿ ýëëèïòè÷åñêèì, ãèïåðáîëè÷åñêèì èëè ïàðàáîëè÷åñêèì âî âñåé îá-
ëàñòè, êîãäà äëÿ âñåõ òî÷åê îáëàñòè âûïîëíÿþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå óñëîâèÿ.

Çàìå÷àíèå 1.1 (Êðèòåðèé Ñèëüâåñòðà). Äëÿ òîãî, ÷òîáû äåéñòâèòåëüíàÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðè-
öà áûëà ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âñå ãëàâíûå ìèíîðû áûëè
ïîëîæèòåëüíûìè.

Çàìå÷àíèå 1.2. Äåéñòâèòåëüíàÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé
â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû ïîëîæèòåëüíû.

Â ýëëèïòè÷åñêîì ñëó÷àå êîëè÷åñòâî ïåðåìåííûõ óðàâíåíèÿ (1) n ñîâïàäàåò ñ ðàçìåðíîñòüþ
îáëàñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è d, ò.å. n = d, è óðàâíåíèå (1) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

Lu(x, t) = f(x, t), L := −
d∑

i,j=1

aij(x)
∂2

∂xi∂xj
+

d∑
i=1

bi(x)
∂

∂xi
+ c(x) (2)

ãäå L îáîçíà÷àåò ýëëèïòè÷åñêèé äèôôåðåíöèàëüíîé îïåðàòîð âòîðîãî ïîðÿäêà. Ñëàãàåìîå
−
∑
aij(x) ∂2

∂xi∂xj
ÿâëÿåòñÿ ãëàâíîé ÷àñòüþ îïåðàòîðà L. Ó ãèïåðáîëè÷åñêèõ è ïàðàáîëè÷åñêèõ çà-

äà÷ îäíà ïåðåìåííàÿ îòëè÷àåòñÿ îò äðóãèõ ïåðåìåííûõ. Êàê ïðàâèëî, ýòî âðåìåííàÿ ïåðåìåííàÿ
t è êîëè÷åñòâî ïåðåìåííûõ óðàâíåíèÿ n = d+1. Ãèïåðáîëè÷åñêîå óðàâíåíèå çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

∂2u(x, t)

∂t2
+ Lu(x, t) = f(x, t),

à ïàðàáîëè÷åñêîå óðàâíåíèå ôîðìóëèðóåòñÿ êàê

∂u(x, t)

∂t
+ Lu(x, t) = f(x, t).

Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà âèäà (2) â îáëàñòè Ω âìåñòå ñ ãðàíè÷íû-
ìè óñëîâèÿìè íà ãðàíèöå îáëàñòè ∂Ω íàçûâàåòñÿ êðàåâîé çàäà÷åé. Â îáùåì ñëó÷àå êðàåâîé
çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âìåñòå ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè
(íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè è ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè).

Âûïîëíèòå Çàäàíèå 1.1 äëÿ îïðåäåëåíèÿ îáëàñòè ýëëèïòè÷íîñòè çàäàííîãî äèôôåðåíöèàëü-
íîãî óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè âòîðîãî ïîðÿäêà.
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1.2 Îñíîâíûå óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè

Óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ôèçè÷åñêèõ ÿâëåíèé, íàçûâàþòñÿ óðàâíå-
íèÿìè ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. Ê êëàññè÷åñêèì óðàâíåíèÿì ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè îòíîñÿòñÿ
óðàâíåíèå Ïóàññîíà, óðàâíåíèå êîëåáàíèé è óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè.

Ìíîãèå ÿâëåíèÿ ôèçèêè è ìåõàíèêè (ãèäðî- è ãàçîäèíàìèêè, óïðóãîñòè, ýëåêòðîäèíàìèêè,
îïòèêè, òåîðèè ïåðåíîñà, ôèçèêè ïëàçìû, êâàíòîâîé ôèçèêè, òåðèè ãðàâèòàöèè è ò.ä.) îïèñûâà-
þòñÿ êðàåâûìè çàäà÷àìè äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

1.2.1 Óðàâíåíèå Ïóàññîíà

Óðàâíåíèå Ïóàññîíà ÿâëÿåòñÿ ïðèìåðîì ýëëèïòè÷åñêîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ
÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè âòîðîãî ïîðÿäêà. Ïóñòü Ω îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â Rd. Íåîáõîäèìî íàé-
òè ôóíêöèþ u(x) : Rd → R, óäîâëåòâîðÿþùóþ óðàâíåíèþ

−
d∑
i=1

∂2u(x)

∂x2i
= f(x) x ∈ Ω (3)

äëÿ çàäàííîé ôóíêöèè f(x). Äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð â óðàâíåíèè (3) íàçûâàåòñÿ îïåðàòî-
ðîì Ëàïëàñà

∆ :=

d∑
i=1

∂2

∂x2i
, L = −∆.

Îòìåòèì, ÷òî ∆ = ∇ · ∇. Â ñëó÷àå, êîãäà f(x) = 0, óðàâíåíèå Ïóàññîíà íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì
Ëàïëàñà èëè ïîòåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì.

Âûïîëíèòå Çàäàíèå 1.2 è Çàäàíèå 1.3, â êîòîðûõ íåîáõîäèìî ïðèìåíèòü äèôôåðåíöèàëüíûå
îïåðàòîðû ãðàäèåíòà è Ëàïëàñà ê çàäàííûì ôóíêöèÿì.

Äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (3) íåîáõîäèìî çàäàíèå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Â îáùåì
ñëó÷àå ãðàíè÷íîå óñëîâèå èìååò âèä

k(x)
∂u(x)

∂n
+ h(x)u(x) = g(x), x ∈ ∂Ω,

ãäå n � âåêòîð âíåøíåé íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè ∂Ω, k(x), h(x) è g(x) çàäàííûå ôóíêöèè íà
ãðàíèöå îáëàñòè. Â ÷àñòíîñòè, ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèå óñëîâèÿ: óñëîâèå Äèðèõëå
(ãðàíè÷íîå óñëîâèå ïåðâîãî ðîäà)

u(x) = gD(x), x ∈ ∂Ω;

óñëîâèå Íåéìàíà (ãðàíè÷íîå óñëîâèå âòîðîãî ðîäà)

∂u(x)

∂n
= gN (x), x ∈ ∂Ω.

Åñëè ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ðàçëè÷àþòñÿ íà ÷àñòÿõ ãðàíèöû îáëàñòè, òî êðàåâàÿ çàäà÷à íàçûâàåòñÿ
ñìåøàííîé. Íàïðèìåð,

u(x) = gD(x) x ∈ ΓD,
∂u(x)

∂n
= gN (x) x ∈ ΓN ,

ãäå ΓD ∪ ΓN = ∂Ω, ΓD ∩ ΓN 6= ∅.
Äëÿ ïîëíîòû ôîðìóëèðîâêè êðîìå óðàâíåíèÿ è ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íåîáõîäèìî óêàçûâàòü

ðåãóëÿðíîñòü çàäàííûõ ôóíêöèé f(x), k(x), h(x), g(x) è ðåãóëÿðíîñòü ãðàíèöû îáëàñòè çàäà÷è
∂Ω. Íàïðèìåð, åñëè ôóíêöèÿ f(x) ∈ C0(Ω), òîãäà ðåøåíèå u(x) ∈ C2(Ω). Äëÿ ãðàíèöû îáëàñòè ∂Ω
ìîæíî, íàïðèìåð, îïðåäåëèòü C2-ðåãóëÿðíîñòü, ò.å. êðèâèçíà ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé
êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàò, îïèñûâàþùèõ ãðàíèöó.

Âîçìîæíûå ôèçè÷åñêèå èíòåðïðåòàöèè óðàâíåíèÿ (3):
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� u(x) � ïîòåíöèàë ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ, f(x) � îáúåìíàÿ ïëîòíîñòü çàðÿäîâ;

� u(x) � îòêëîíåíèå òîíêîé ìåìáðàíû, f(x) � ñòàöèîíàðíàÿ íàãðóçêà;

� u(x) � ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû, f(x) � ïëîòíîñòü òåïëîâîãî èñòî÷íèêà
òåïëà âíóòðè òåëà;

� u(x) � ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå êîíöåíòðàöèè âåùåñòâà, f(x) � ïëîòíîñòü èñòî÷íèêà
âåùåñòâà;

� u(x) � ïîòåíöèàë ñêîðîñòè â ñëó÷àå ñòàöèîíàðíîãî òå÷åíèÿ íåñæèìàåìîé æèäêîñòè.

1.2.2 Óðàâíåíèå êîëåáàíèé

Ïðèìåðîì ãèïåðáîëè÷åñêîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå êîëåáàíèé

ρ(x, t)
∂2u(x, t)

∂t2
−∇ · (p(x, t)∇u(x, t))− q(x, t)u(x, t) = f(x, t)

äëÿ íåèçâåñòíîé ôóíêöèè u(x, t) : Rd × [t0, tend] → R. Çàäàííûå êîýôôèöèåíòû ρ(x, t), p(x, t),
q(x, t) îïðäåëåÿþòñÿ ñâîéñòâàìè ñðåäû, ãäå ïðîèñõîäèò êîëåáàòåëüíûé ïðîöåññ; f(x, t) âûðàæàåò
èíòåíñèâíîñòü âíåøíåãî âîçìóùåíèÿ. Ê ôèçè÷åñêèì ïðîöåññàì, îïèñàíèå êîòîðûõ îñóùåñòâëÿòñÿ
ñ ïîìîùüþ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ, îòíîñÿòñÿ êîëåáàíèå ñòðóíû, ìåìáðàíû, ñòåðæíÿ, òðåõìåðíûõ
îáúåìîâ è ðàñïðîñòðàíåíèå çâóêîâûõ è ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí.

Èç ôèçè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé ñëåäóåò, ÷òî äëÿ îäíîçíà÷íîãî îïèñàíèÿ ïðîöåññà êîëåáàíèé
íåîáõîäèìî äîïîëíèòåëüíî çàäàòü âåëè÷èíû ñìåùåíèÿ è ñêîðîñòè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìå-
íè (íà÷àëüíûå óñëîâèÿ) è óñëîâèÿ íà ãðàíèöå îáëàñòè (ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ). Èìååì íà÷àëüíûå
óñëîâèÿ

u(x, t)|t=t0 = u0(x), x ∈ Ω

∂u

∂t
(x, t)|t=t0 = u1(x), x ∈ Ω

è ãðàíè÷íîå óñëîâèå âèäà

k(x, t)
∂u(x, t)

∂n
+ h(x, t)u(x, t) = g(x, t), x ∈ ∂Ω, t > t0

äëÿ çàäàííûõ ôóíêöèé k(x, t), h(x, t) è g(x, t) íà ãðàíèöå îáëàñòè.

1.2.3 Óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè

Óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè ÿâëÿåòñÿ ïðèìåðîì ïàðàáîëè÷åñêîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâ-
íåíèÿ. Ïóñòü u(x, t) : Rd × [t0, tend] → R ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû â òåëå. Èçìåíåíèå ýíåðãèè
â ýëåìåíòå îáúåìà îïðåäåëÿåòñÿ òåïëîâûì ïîòîêîì ÷åðåç ïîâåðõíîñòü òåëà, à òàêæå èíòåíñèâíî-
ñòüþ òåïëà âíóòðè òåëà f(x, t). Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè èìååò âèä

∂u(x, t)

∂t
− a∆u(x, t) = f(x, t),

ãäå a := k/(cρ) = const äëÿ ïîñòîÿííûõ çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè k, óäåëüíîé
òåïëîåìêîñòè ñðåäû c è ïëîòíîñòè ρ. Äëÿ ïîëíîãî îïèñàíèÿ ïðîöåññà ðàñïðîñòðàíåíèÿ òåïëà
íåîáõîäèìî çàäàòü íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû â ñðåäå (íà÷àëüíîå óñëîâèå)

u(x, t)|t=t0 = u0(x) x ∈ Ω
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è ðåæèì íà ãðàíèöå ñðåäû (ãðàíè÷íîå óñëîâèå) âèäà

k(x, t)
∂u(x, t)

∂n
+ h(x, t)u(x, t) = g(x, t), x ∈ ∂Ω, t > t0

äëÿ çàäàííûõ ôóíêöèé k(x, t), h(x, t) è g(x, t) íà ãðàíèöå îáëàñòè.

Çàäàíèÿ

Çàäàíèå 1.1 (òåîðèÿ). Íàéòè îáëàñòü ýëëèïòè÷íîñòè çàäàííîãî óðàâíåíèÿ, ò.å. íàéòè òàêèå
çíà÷åíèÿ äëÿ a, x, y ∈ R, ïðè êîòîðûõ çàäàííîå óðàâíåíèå áóäåò ýëëèïòè÷åñêèì?

1. (1 + x2)uxx − 3xyuxy + 1+y2

2 uyy = 0,

2. uxx + cos (x+y)
4 uxy + 1

2uyy = 0,

3. −4uxx + 2auxy − uyy = 0,

4. −uxx + 2xuxy − 5uyy = axux,

5. uxx − 2uxy − 3uyy + uy = 0,

6. uxx − 6uxy + 10uyy + ux − 3uy = 0,

7. uxx − yuyy = 0,

8. x2uxx − 2xuxy + uyy = 0,

9. 4y2uxx − e2xuyy = 0,

10. 4uxx + 4uxy + uyy − 2uy = 0,

11. y2uxx + x2uyy = 0,

12. uxx − 2 sin (x)uxy + (2− cos (x)2)uyy = 0.

Çàäàíèå 1.2 (òåîðèÿ). Äëÿ ôóíêöèè u(x, y) : R2 → R âû÷èñëèòü ∇u,∆u. Âû÷èñëèòå ñêîðîñòü
èçìåíåíèÿ ôóíêöèè u(x, y) â òî÷êå (1, 1) â íàïðàâëåíèè i = (2, 0)T è j = (0, 3)T .

1. u(x, y) = sin (x)/(y − 2),

2. u(x, y) = x2 + y4,

3. u(x, y) = exp (x)y,

4. u(x, y) = x10 + cos y,

5. u(x, y) = exp (y)/(x2 + 1),

6. u(x, y) = sinh (x)/(x+ 1),

7. u(x, y) = cos (xy)

8. u(x, y) = xy+1,

9. u(x, y) = ln (x+ y + 1),

10. u(x, y) = 2x+ 3y.
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Çàäàíèå 1.3 (òåîðèÿ). Äëÿ ôóíêöèè u(x) : Rn → R, u(x) = |x|α, α ∈ R âû÷èñëèòü ∇u,∆u.
Çàäàíèå 1.4 (ïðàêòèêà). PDE (Partial Di�erential Equation) Toolbox ñèñòåìû Matlab ïîçâîëÿ-
åò ðåøàòü çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Çàäà÷è îïèñûâàþòñÿ
äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ âòîðîãî ïîðÿäêà â äâóìåðíîé è òðåõ-
ìåðíîé (ñ âåðñèè Matlab R2015a) ðàñ÷åòíîé îáëàñòè. Ðàáîòà ñ PDE Toolbox âîçìîæíà ñðåäñòâà-
ìè GUI, âûçîâ îñóùåñòâëÿåòñÿ êîìàíäîé pdetool. GUI PDE Toolbox ïðåäîñòàâëÿåò ñðåäñòâà äëÿ
îïèñàíèÿ óðàâíåíèé (ìåíþ PDE), çàäàíèÿ ãðàíè÷íûõ è íà÷àëüíûõ óñëîâèé (ìåíþ Boundary), çà-
äàíèÿ îáëàñòè ïðè ïîìîùè ïðèìèòèâîâ (ìåíþ Draw) è îïåðàöèé íàä ìíîæåñòâàìè (Set Formula),
ãåíåðàöèè è âèçóàëèçàöèè ñåòîê â îáëàñòè çàäà÷è (ìåíþ Mesh), âèçóàëèçàöèè ðåçóëüòàòà (ìåíþ
Plot).

Èñïîëüçóÿ ñïðàâî÷íóþ ñèñòåìó PDE Toolbox (Matlab R2020a) èçó÷èòü ïðèìåðû ðåøåíèÿ ñëå-
äóþùèõ çàäà÷: óðàâíåíèå Ïóàññîíà â êðóãå (Help/PDE Toolbox/Getting Started/Solve 2-D PDEs
Using the PDE Modeler App) è óðàâíåíèå Ïóàññîíà â îáëàñòè ñëîæíîé ôîðìû (Help/PDE Toolbox/
Getting Started/Poisson's Equation with Complex 2-D Geometry: PDE Modeler App).

Çàäàíèå 1.5 (ïðàêòèêà).

1. Äëÿ çàäàííîãî òî÷íîãî ðåøåíèÿ u(x, y) èç Çàäàíèÿ 1.2 ïîñòðîèòü çàäà÷ó Äèðèõëå äëÿ óðàâ-
íåíèÿ Ïóàññîíà â åäèíè÷íîì êâàäðàòå Ω = (0, 1)× (0, 1){

−∆u(x, y) = f(x, y), (x, y) ∈ Ω
u(x, y) = gD(x, y), (x, y) ∈ ∂Ω.

Ðåøèòü ïîñòðîåííóþ çàäà÷ó ñðåäñòâàìè GUI PDE Toolbox è ñðàâíèòü âèçóàëüíî òî÷íîå
ðåøåíèå u(x, y) ñ ÷èñëåííûì ðåøåíèåì, ïîëó÷åííûì ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ.

2. Äëÿ çàäàííîãî òî÷íîãî ðåøåíèÿ u(x, y) èç Çàäàíèÿ 1.2 ïîñòðîèòü ñìåøàííóþ êðàåâóþ çà-
äà÷ó äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà â åäèíè÷íîì êâàäðàòå Ω = (0, 1)× (0, 1)

−∆u(x, y) = f(x, y), (x, y) ∈ Ω
u(x, y) = gD(x, y), (x, y) ∈ ΓD
∂u(x,y)
∂n = gN (x, y), (x, y) ∈ ΓN ,

ãäå ΓD ∪ΓN = ∂Ω, ΓD ∩ΓN 6= ∅. Ðåøèòü ïîñòðîåííóþ çàäà÷ó ñðåäñòâàìè GUI PDE Toolbox
è ñðàâíèòü âèçóàëüíî òî÷íîå ðåøåíèå u(x, y) ñ ÷èñëåííûì ðåøåíèåì, ïîëó÷åííûì ìåòîäîì
êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ.

3. Äëÿ çàäàííîãî òî÷íîãî ðåøåíèÿ u(x, y) èç Çàäàíèÿ 1.2 ïîñòðîèòü çàäà÷ó Íåéìàíà äëÿ óðàâ-
íåíèÿ Ïóàññîíà â åäèíè÷íîì êâàäðàòå Ω = (0, 1)× (0, 1){

−∆u(x, y) = f(x, y), (x, y) ∈ Ω
∂u(x,y)
∂n = gN (x, y), (x, y) ∈ ∂Ω.

Ðåøèòü ïîñòðîåííóþ çàäà÷ó ñðåäñòâàìè GUI PDE Toolbox è ñðàâíèòü âèçóàëüíî òî÷íîå ðå-
øåíèå u(x, y) ñ ÷èñëåííûì ðåøåíèåì, ïîëó÷åííûì ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Îáðàòèòå
âíèìàíèå íà êà÷åñòâî ïîëó÷åííîãî ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ.

Çàäàíèå 1.6 (ïðàêòèêà). Ðåøèòå óêàçàííóþ êðàåâóþ çàäà÷ó àíàëèòè÷åñêè (íàïðèìåð, ñ ïîìî-
ùüþ èíòåãðàëà Ïóàññîíà äëÿ ôóíêöèè ðåøåíèÿ â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ) è ÷èñëåííî. Îñóùå-
ñòâèòå âèçóàëüíîå ñðàâíåíèå ïîëó÷åííûõ ðåøåíèé

−∆u(x, y) = 0, x2 + y2 < 1
u(x, y) = 1, x2 + y2 = 1, y ≥ 0
u(x, y) = −1, x2 + y2 = 1, y < 0.

Çàäàíèå 1.7 (ïðàêòèêà). Îñóùåñòâèòå ðåàëèçàöèþ çàäàíèÿ 1.5 ñ èñïîëüçîâàíèåì ïàêåòà FEniCS
íà Python.
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