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êè

7.1 Ñõîäèìîñòü. Ëåììà Ñåà

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåîáõîäèìî íàéòè ðåøåíèå u ∈ V âàðèàöèîííîé çàäà÷è,

a(u, v) = l(v) ∀v ∈ V, (1)

êîòîðàÿ ïîñòðîåíà äëÿ íåêîòîðîé ýëëèïòè÷åñêîé êðàåâîé çàäà÷è âòîðîãî ïîðÿäêà â îáëàñòè Ω.
Ïîëàãàåì, ÷òî âàðèàöèîííàÿ çàäà÷à (1) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ëåììû Ëàêñà-Ìèëüãðàìà äëÿ
åå îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè. Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî ïðîñòðàíñòâ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ Vh ⊂ V
ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà V , ãäå ïàðàìåòð äèñêðåòèçàöèè h > 0 (ìàêñèìàëüíûé äèàìåòð ýëåìåí-
òîâ ðàçáèåíèÿ îáëàñòè Ω) ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëÿþùèì ïàðàìåòðîì ïðîñòðàíñòâ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ.
Äëÿ êàæäîãî ïðîñòðàíñòâà Vh ñòðîèòñÿ äèñêðåòíîå ðåøåíèå uh ∈ Vh ñîîòâåòñòâóþùåé äèñêðåò-
íîé çàäà÷è

a(uh, vh) = l(vh) ∀vh ∈ Vh. (2)

Ãîâîðÿò, ÷òî ñåìåéñòâî äèñêðåòíûõ çàäà÷ âèäà (2) ñõîäèòñÿ èëè èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü, åñëè

lim
h→0

||u− uh||V = 0,

ãäå u ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì âàðèàöèîííîé çàäà÷è (1), uh � ðåøåíèåì äèñêðåòíîé çàäà÷è (2).
Àïðèîðíûå îöåíêè îøèáêè (u − uh) ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ � ýòî àñèìïòîòè÷åñêèå

óòâåðæäåíèÿ î ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè îøèáêè ïðè ñòðåìëåíèè ïàðàìåòðà äèñêðåòèçàöèè h ê íóëþ,
ïîñòðîåííûå íà îñíîâàíèè ñâîéñòâ ðåøåíèÿ u ∈ V èñõîäíîé âàðèàöèîííîé çàäà÷è (1). Â àïðèîð-
íûõ îöåíêàõ èíôîðìàöèÿ î ñâîéñòâàõ äèñêðåòíîãî ðåøåíèÿ uh ∈ Vh íå èñïîëüçóåòñÿ. Â êà÷åñòâå
ìåðû îøèáêè âûáèðàåòñÿ ïîäõîäÿùàÿ íîðìà îøèáêè ||u− uh||, íàïðèìåð, íîðìà â ïðîñòðàíñòâå
L2(Ω) èëè H1(Ω) èëè L∞(Ω). Àïðèîðíàÿ îöåíêà íå îöåíèâàåò îøèáêó (u−uh) íà ôèêñèðîâàííîé
ñåòêå ðàñ÷åòíîé îáëàñòè, à ïîêàçûâàåò, íàñêîëüêî îæèäàåòñÿ âûèãðûø ïî òî÷íîñòè ïðè óìåíü-
øåíèè çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà äèñêðåòèçàöèè h, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò èçìåëü÷åíèþ ñåòêè.

Ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ èìååò ïîðÿäîê ñõîäèìîñòè ℓ èëè èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü O(hℓ)
â íîðìå íåêîòîðîãî ïðîñòðàíñòâà V , åñëè äëÿ ìàëîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà h ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà
C, íå çàâèñÿùàÿ îò h, ÷òî ñïðàâåäëèâî

||u− uh||V ≤ Chℓ èëè ||u− uh||V = O(hℓ).
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Ïîðÿäîê ñõîäèìîñòè óêàçûâàåò ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ïî ìåðå èçìåëü÷åíèÿ ñåòêè. Îòìåòèì, ÷òî
èíôîðìàöèÿ î íàèëó÷øåì (îïòèìàëüíîì) ïîðÿäêå ñõîäèìîñòè ℓ ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ÷àñòî
èçâåñòíà, òîãäà êàê êîëè÷åñòâåííûå îöåíêè êîíñòàíòû C èìåþòñÿ òîëüêî â ñïåöèàëüíûõ ñëó÷àÿõ.
Ñëåäóþùèå ôàêòîðû èãðàþò âàæíóþ ðîëü ïðè îïðåäåëåíèè âåëè÷èíû ïîðÿäêà ñõîäèìîñòè ℓ è
êîíñòàíòû C â àïðèîðíîé îöåíêå îøèáêè:

1. ñâîéñòâî ãëàäêîñòè òî÷íîãî ðåøåíèÿ u ∈ Hα;

2. òèï êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ïðîñòðàíñòâ Vh, â ÷àñòíîñòè, ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà k äëÿ îïðåäåëå-
íèÿ áàçèñíûõ ôóíêöèé êîíå÷íîãî ýëåìåíòà;

3. íîðìà, â êîòîðîé îöåíèâàåòñÿ îøèáêà, íàïðèìåð, L2-íîðìà èëè H1-íîðìà èëè L∞-íîðìà;

4. òèï ýëåìåíòîâ ðàçáèåíèÿ îáëàñòè (íàïðèìåð, òðåóãîëüíèêè èëè ÷åòûðåõóãîëüíèêè â 2D);

5. êâàäðàòóðíûå (êóáàòóðíûå) ôîðìóëû, èñïîëüçóåìûå äëÿ ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ èí-
òåãðàëîâ â áèëèíåéíîé è ëèíåéíîé ôîðìàõ âàðèàöèîííîé çàäà÷è (1);

6. ñïîñîá àïïðîêñèìàöèè èñêðèâëåííûõ ãðàíèö îáëàñòè Ω.

Â äàëüíåéøåì ïîëàãàåì, ÷òî ñåòêà ñîñòîèò èç òðåóãîëüíûõ ýëåìåíòîâ (ï.4), èíòåãðàëû äëÿ âàðè-
àöèîííîé çàäà÷è âû÷èñëÿþòñÿ òî÷íî (ï.5), îáëàñòü Ω ⊂ R2 ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì ìíîãîóãîëü-
íèêîì (ï.6). Òîãäà àïðèîðíàÿ îöåíêà îøèáêè çàâèñèò îò ãëàäêîñòè òî÷íîãî ðåøåíèÿ u ∈ Hα (ï.1),
ñòåïåíè k ïîëèíîìèàëüíîé àïïðîêñèìàöèè ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ (ï.2) è íîðìû, â êîòîðîé
îöåíèâàåòñÿ îøèáêà (ï.3).

Ñëåäóþùàÿ ëåììà ïîêàçûâàåò, ÷òî çàäà÷à ñõîäèìîñòè ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å àïïðîêñèìàöèè.

Ëåììà 7.1 (Ñåà). Ïóñòü áèëèíåéíàÿ ôîðìà a : V × V → R ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé è ýëëèïòè-

÷åñêîé â V
|a(u, v)| ≤ C||u||V ||v||V ∀u, v ∈ V,

a(v, v) ≥ α||v||2V ∀v ∈ V.

Ïóñòü u ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì âàðèàöèîííîé çàäà÷è:

Íàéòè u ∈ V , ãäå a(u, v) = l(v) ∀v ∈ V ;

uh ÿâëÿåòñÿ äèñêðåòíûì ðåøåíèåì â Vh ⊂ V :

Íàéòè uh ∈ Vh, ãäå a(uh, vh) = l(vh) ∀vh ∈ Vh.

Òîãäà ñïðàâåäëèâà îöåíêà

||u− uh||V ≤ C

α
inf

vh∈Vh

||u− vh||V . (3)

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê vh ∈ Vh è Vh ⊂ V , ñëåäîâàòåëüíî vh ∈ V è âûïîëíÿåòñÿ

a(u, vh) = l(vh) ∀vh ∈ Vh.

Ðàçíîñòü âàðèàöèîííûõ óðàâíåíèé, çàïèñàííûõ äëÿ ôóíêöèé vh ∈ Vh, ïðèâîäèò ê ñîîòíîøåíèþ

a(u− uh, vh) = 0 ∀vh ∈ Vh. (4)
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Ïîëó÷åííîå ñîîòíîøåíèå õàðàêòåðèçóåò îðòîãîíàëüíîñòü îøèáêè (u− uh) ìåòîäà Ãàëåðêèíà
ïîäïðîñòðàíñòâó Vh îòíîñèòåëüíî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, çàäàííîãî áèëèíåéíîé ôîðìîé a(·, ·).
Ðàññìîòðèì áèëèíåéíóþ ôîðìó îò îøèáêè

a(u− uh, u− uh) = a(u− uh, u− vh + vh − uh)

= a(u− uh, u− vh) + a(u− uh, vh − uh)

= a(u− uh, u− vh) ≤ C||u− uh||V ||u− vh||V .

Ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå ñïðàâåäëèâî äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè vh ∈ Vh. Â ñèëó ýëëèïòè÷íîñòè
áèëèíåéíîé ôîðìû èìååì, ÷òî

a(u− uh, u− uh) ≥ α||u− uh||2V .

Òîãäà

||u− uh||V ≤ C

α
||u− vh||V ∀vh ∈ Vh.

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà vh ïîëó÷åííàÿ îöåíêà ñïðàâåäëèâà òàêæå äëÿ ìèíèìàëüíîé âà-
ðèàöèè ïî âñåì ôóíêöèÿ ïðîñòðàíñòâà Vh

||u− uh||V ≤ C

α
inf

vh∈Vh

||u− vh||V .

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 7.1. Îòìåòèì, ÷òî êîíñòàíòà C/α îïðåäåëÿåòñÿ âàðèàöèîííîé çàäà÷åé è íå çàâèñèò
îò âûáîðà ïîäïðîñòðàíñòâà Vh.

Çàìå÷àíèå 7.2. Ïî îïðåäåëåíèþ äëÿ ñõîäèìîñòè ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ íåîáõîäèìî âûïîë-
íåíèå óñëîâèÿ

lim
h→0

||u− uh||V = 0.

Ñîãëàñíî Ëåììå Ñåà äîñòàòî÷íûì óñëîâèå ñõîäèìîñòè ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ÿâ-
ëÿåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ñåìåéñòâà ïîäïðîñòðàíñòâ (Vh) ïðîñòðàíñòâà V òàêîãî, ÷òî

lim
h→0

inf
vh∈Vh

||u− vh||V = 0.

Çàìå÷àíèå 7.3. Ëåììà Ñåà ïîêàçûâàåò, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó ðåøåíèåì âàðèàöèîííîé çàäà÷è
u è ðåøåíèåì äèñêðåòíîé çàäà÷è uh îöåíèâàåòñÿ ìèíèìàëüíûì ðàññòîÿíèåì ìåæäó u è âñåìè
ýëåìåíòàìè èç Vh ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ C/α. Çàäà÷à îöåíèâàíèÿ îøèáêè ||u−uh||V ñâîäèòñÿ
ê çàäà÷å òåîðèè àïïðîêñèìàöèè: âû÷èñëèòü ðàññòîÿíèå d(u, Vh) = inf

vh∈Vh

||u− vh||V ìåæäó ôóíê-

öèåé u ∈ V è ïîäïðîñòðàíñòâîì Vh ⊂ V èëè íîðìó ðàçíîñòè ìåæäó ðåøåíèåì u è åãî ïðîåêöèåé
íà ïðîñòðàíñòâî Vh. Âñòàåò âîïðîñ î òî÷íîñòè àïïðîêñèìàöèè çàäàííîé ôóíêöèÿ u ôóíêöèÿìè
èç Vh. Â îáùåì ñëó÷àå òÿæåëî ïîëó÷èòü îøèáêó àïïðîêñèìàöèè inf

vh∈Vh

||u− vh||V , ïîýòîìó îøèá-
êà àïïðîêñèìàöèè çàìåíÿåòñÿ îøèáêîé èíòåðïîëÿöèè: Ïóñòü Ihu ∈ Vh èíòåðïîëÿíò ðåøåíèÿ u,
òîãäà

inf
vh∈Vh

||u− vh||V ≤ ||u− Ihu||V .
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7.2 Îöåíêà îøèáêè èíòåðïîëÿöèè äëÿ òðåóãîëüíîãî ðàçáèåíèÿ îáëàñòè

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé ëîêàëüíîé ëèíåéíîé èíòåðïîëÿöèè çàäàííîé ôóíêöèè u íà òðåóãîëüíèêå
T ïî çíà÷åíèÿì â âåðøèíàõ òðåóãîëüíèêà ai, i = 1, 3

ITu(ξ) =

3∑
i=1

u(ai)λi(ξ) ξ ∈ T

äëÿ áàðèöåíòðè÷åñêèõ êîîðäèíàò λi(ξ) îòíîñèòåëüíî T .

Ëåììà 7.2. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè u ∈ H2(T ) îøèáêà èíòåðïîëÿöèè (u− ITu) äëÿ ëèíåé-

íîãî èíòåðïîëÿíòà ITu ñ ITu(ai) = u(ai) íà òðåóãîëüíèêå T óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåé îöåíêå

||u− ITu||0,T ≤ C1h
2
T ||u||2,T , ||u− ITu||1,T ≤ C2hT ||u||2,T

ñ êîíñòàíòàìè C1 è C2, íåçàâèñèìûìè îò äèàìåòðà òðåóãîëüíèêà hT .

Äàííóþ îöåíêó îøèáêè èíòåðïîëÿöèè ìîæíî îáîáùèòü íà ñëó÷àé èíòåðïîëÿöèè ôóíêöèè
u ∈ H2(Ω) êóñî÷íî-ëèíåéíîé ôóíêöèåé, ñîîòâåòñòâóþùåé ðàçáèåíèþ îáëàñòè Ω íà òðåóãîëüíèêè.

Òåîðåìà 7.1. Ïóñòü h = max
T∈Th

hT ìàêñèìàëüíûé äèàìåòð òðåóãîëüíèêîâ ðàçáèåíèÿ Th. Òîãäà

ïðè óñëîâèè, ÷òî u ∈ H2(Ω), äëÿ îøèáêè êóñî÷íî-ëèíåéíîé èíòåðïîëÿöèè íà îáëàñòè Ω ñïðà-

âåäëèâî

||u− Ihu||0 ≤ C1h
2||u||2, ||u− Ihu||1 ≤ C2h||u||2,

ãäå êîíñòàíòû C1 è C2 íå çàâèñÿò îò h.

Ïðèâåäåì ðåçóëüòàò îáîáùåíèÿ íà ñëó÷àé êóñî÷íîé èíòåðïîëÿöèè ôóíêöèè u ìíîãî÷ëåíàìè
ñòåïåíè k íà îáëàñòè Ω.

Òåîðåìà 7.2. Ïóñòü h = max
T∈Th

hT ìàêñèìàëüíûé äèàìåòð âñåõ òðåóãîëüíèêîâ êâàçè-îäíîðîäíîé

òðèàíãóëÿöèè. Òîãäà ïðè óñëîâèè u ∈ Hk+1(Ω) äëÿ îøèáêè èíòåðïîëÿöèè ìíîãî÷ëåíàìè ñòåïå-

íè k íà êàæäîì òðåóãîëüíîì ýëåìåíòå èìååì, ÷òî

||u− Ihu||m ≤ Chk+1−m||u||k+1, 0 ≤ m ≤ k + 1

ãäå êîíñòàíòà C = C(Ω, k).

Âèä èíòåðïîëèðóþùåé ôóíêöèè Ihu îïðåäåëÿåòñÿ òèïîì èñïîëüçóåìîé êîíå÷íîýëåìåíòíîé
àïïðîêñèìàöèè. Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âñå óçëîâûå ïàðàìåòðû èíòåðïîëÿöèè îïðåäåëåíû
òî÷íî. Ðàçáèåíèå íàçûâàåòñÿ êâàçè-îäíîðîäíûì, åñëè ñóùåñòâóåò σ = const > 0, ÷òî

hT
ρT

≤ σ ∀T ∈ Th,

ãäå hT � äèàìåòð òðåóãîëüíèêà (ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè òðåóãîëüíèêà),
ρT äèàìåòð îêðóæíîñòè, âïèñàííîé â T .

7.3 Àïðèîðíàÿ îöåíêà îøèáêè â H1-íîðìå

Äëÿ ñëó÷àÿ u ∈ V = H1(Ω) ñïðàâåäëèâà îöåíêà èç Ëåììû Ñåà

||u− uh||1 ≤
C

α
inf

vh∈Vh

||u− vh||1.
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Èç òåîðåìû 7.2, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî àïðèîðíàÿ îöåíêà îøèáêè ïðè m = 1 äëÿ ìåòîäà
êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ k-ãî ïîðÿäêà (ëîêàëüíûé ïîðÿäîê òî÷íîñòè àïïðîêñèìàöèè êîíå÷íûìè ýëå-
ìåíòàìè) íà òðåóãîëüíîé ñåòêå èìååò âèä

||u− uh||1 ≤
C

α
||u− Ihu||1 ≤ Chk||u||k+1

ïðè óñëîâèè, ÷òî u ∈ Hk+1(Ω). Â ÷àñòíîñòè, îøèáêà ëèíåéíîãî ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ íà
òðåóãîëüíîé ñåòêå â íîðìå ïðîñòðàíñòâà H1(Ω) èìååò ïåðâûé ïîðÿäîê ñõîäèìîñòè ïðè óñëîâèè
u ∈ H2(Ω). Ïîñòðîåííàÿ àïðèîðíàÿ îöåíêà ñïðàâåäëèâà äëÿ ñëó÷àÿ àíàëèòè÷åñêîãî âû÷èñëåíèÿ
èíòåãðàëîâ (ï.5) è ìíîãîóãîëüíîé îáëàñòè ïðè òî÷íîì ñîãëàñîâàíèè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (ï.6).

Çàìå÷àíèå 7.4. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî õîòÿ ïîñòðîåííàÿ îöåíêà íå ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øåé, òåì íå
ìåíåå îáû÷íî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî îíà íàèëó÷øàÿ ïî ïîðÿäêó ñõîäèìîñòè. Äðóãèìè ñëîâàìè,
îöåíêà íå ìîæåò áûòü óëó÷øåíà çàìåíîé èíòåðïîëÿíòà ôóíêöèè u íà åå ïðîåêöèþ.

Çàìå÷àíèå 7.5. Îöåíêà îøèáêè ïðèíèìàåò âèä

||u− uh||1 ≤
C

α
||u− Ihu||1 ≤ Chk||u||k+1 +∆,

ãäå âåëè÷èíà äîáàâî÷íîãî ÷ëåíà ∆ îïðåäåëÿåòñÿ òèïîì àïïðîêñèìàöèè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé
è/èëè ñïîñîáîì àïïðîêñèìàöèè êðèâîëèíåéíûõ ãðàíèö è/èëè ÷èñëåííûì èíòåãðèðîâàíèåì. Ñõî-
äèìîñòü èìååò ìåñòî, åñëè âåëè÷èíà âîçìóùåíèÿ åñòü O(hs), s > 0. Èçìåíåííàÿ âîçìóùåíèåì
àïïðîêñèìàöèÿ íàçûâàåòñÿ îïòèìàëüíîé, åñëè ïîðîæäàåìàÿ âîçìóùåíèåì îøèáêà åñòü O(hk),
ò.å. èìååò ìåñòî òîò æå ïîðÿäîê ìàëîñòè, ÷òî è îøèáêà èíòåðïîëÿöèè.

Çàìå÷àíèå 7.6. Îáëàñòü ïðèìåíèìîñòè ïîñòðîåííîé îöåíêè îãðàíè÷åíà, òàê êàê èíòåðïîëÿíò
ðåøåíèÿ u îïðåäåëåí òîëüêî â ïðåäïîëîæåíèè äîñòàòî÷íîé ãëàäêîñòè ðåøåíèÿ u ∈ Hk+1(Ω). Åñëè
ðåøåíèå u íå ÿâëÿåòñÿ ñòîëü ãëàäêèì, òî ïîêàçàòåëü ñòåïåíè ó h â îöåíêå îøèáêè óìåíüøàåòñÿ
òàê, ÷òî ïðè u ∈ Hk∗+1(Ω) è k∗ ≤ k èìååì

||u− uh||1 ≤
C

α
||u− Ihu||1 ≤ Chk

∗ ||u||k∗+1.

Åñëè ðåøåíèå u êðàåâîé çàäà÷è íå î÷åíü ãëàäêîå, òî èñïîëüçîâàíèå ìíîãî÷ëåíîâ âûñîêîé ñòåïåíè
íå óëó÷øàåò êà÷åñòâî àïïðîêñèìàöèè. Àíàëîãè÷íûé âûâîä ÷èñòî ýêñïåðèìåíòàëüíûì ñïîñîáîì
áûë ïîëó÷åí èíæåíåðàìè, êîòîðûå ðåäêî èñïîëüçóþò ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè ≥ 4 äëÿ àïïðîêñèìà-
öèè ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ âòîðîãî ïîðÿäêà.

7.4 Àïðèîðíàÿ îöåíêà îøèáêè â L2-íîðìå

Òåîðåìà 7.2 îá îöåíêå îøèáêè èíòåðïîëÿöèè ïîçâîëÿåò ïðåäïîëîæèòü, ÷òî äëÿ îøèáêè ëè-
íåéíîãî ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ â L2-íîðìå ñïðàâåäëèâà îöåíêà âèäà

||u− uh||0 ≤ Ch2||u||2

ñî âòîðûì ïîðÿäêîì ñõîäèìîñòè. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äàííîãî óòâåðæäåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ äâîé-
ñòâåííûé ïðèåì èëè ïðèåì Íèòøå.

Äëÿ äåìîíñòðàöèè äâîéñòâåííîãî ïðèåìà ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé îäíîðîäíîé çàäà÷è Äè-
ðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà â âûïóêëîé îáëàñòè Ω

−∆u = 0 â Ω, u = 0 íà ∂Ω.

Ïóñòü ôóíêöèÿ z ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è

−∆z = u− uh â Ω, z = 0 íà ∂Ω.
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Òîãäà ñïðàâåäëèâî

||u− uh||20 =
∫
Ω
(u− uh)

2dξ = −
∫
Ω
(u− uh)∆zdξ.

Ïðèìåíèì ôîðìóëó èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì

||u− uh||20 =
∫
Ω
∇(u− uh) · ∇zdξ −

∫
∂Ω

(u− uh)
∂z

∂n
dξ =

∫
Ω
∇(u− uh) · ∇zdξ.

Äàëåå âîñïîëüçóåìñÿ ñâîéñòâîì îðòîãîíàëüíîñòè îøèáêè ìåòîäà Ãàëåðêèíà

a(u− uh, vh) = 0 ∀vh ∈ Vh.

Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è èìååì, ÷òî∫
Ω
∇(u− uh) · ∇vhdξ = 0 ∀vh ∈ Vh.

Ïóñòü Ihz ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì èíòåðïîëÿíòîì ôóíêöèè z ïî çíà÷åíèÿì â óçëàõ ñåòêè. Ïîëàãàåì
vh = Ihz è èç âûðàæåíèÿ äëÿ ||u− uh||20 âû÷èòàåì ñîîòíîøåíèå îðòîãîíàëüíîñòè îøèáêè

||u− uh||20 =
∫
Ω
∇(u− uh) · ∇(z − Ihz)dξ.

Äàëåå íåðàâåíñòâî Êîøè-Øâàðöà ïðèâîäèò ê îöåíêå

||u− uh||20 ≤ |u− uh|1|z − Ihz|1,

êîòîðàÿ ìîæåò áûòü îñëàáëåíà ïåðåõîäîì ê H1-íîðìå â ïðàâîé ÷àñòè

||u− uh||20 ≤ ||u− uh||1||z − Ihz||1.

Äàëåå ó÷èòûâàåòñÿ ïîëó÷åííàÿ îöåíêà îøèáêè â H1-íîðìå

||u− uh||1 ≤ Ch||u||2,

è îöåíêà îøèáêè èíòåðïîëÿöèè, ñîãëàñíî Òåîðåìå 7.2,

||z − Ihz||1 ≤ Ch||z||2.

Â ðåçóëüòàòå èìååì, ÷òî
||u− uh||20 ≤ Ch2||u||2||z||2.

Ñîãëàñíî ôîðìóëèðîâêå âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è ôóíêöèÿ z çàâèñèò îò îøèáêè u− uh. Â òåîðèè
ýëëèïòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé èçâåñòíî, ÷òî ðåøåíèå îäíîðîäíîé çàäà÷è Äèðè-
õëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà â âûïóêëîé îáëàñòè ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó H2(Ω), ïðè ýòîì
ñïðàâåäëèâà îöåíêà

||z||2 ≤ C||u− uh||0.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì îöåíêó îøèáêè â L2-íîðìå â âèäå

||u− uh||0 ≤ Ch2||u||2.

Â ñëó÷àå íåâûïóêëûõ îáëàñòåé èëè áîëåå ñëîæíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé âòîðîé ïîðÿäîê ñõîäèìî-
ñòè â L2-íîðìå íå ÿâëÿåòñÿ ãàðàíòèðîâàííûì.
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Çàäàíèÿ

Çàäàíèå 7.1 (ïðàêòèêà). Íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü êîíå÷íî-ýëåìåíòíîå ðåøåíèå äëÿ çàäà÷è Äè-
ðèõëå â åäèíè÷íîì êâàäðàòå èç Çàäàíèÿ 1.5 íà ÷åòûðåõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ñåòêàõ (ðàâíîìåðíîå
ðàçáèåíèå ïðè ïåðåõîäå îò ñåòêè ê ñåòêå) ñ èñïîëüçîâàíèåì ëèíåéíûõ òðåóãîëüíûõ ýëåìåíòîâ è
âû÷èñëèòü ýêñïåðèìåíòàëüíûå ïîðÿäêè ñõîäèìîñòè â L2-íîðìå è H1-íîðìå.

1. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà â åäèíè÷íîì êâàäðàòå{
−∆u = f, (x, y) ∈ Ω = (0, 1)2

u = gD, (x, y) ∈ ∂Ω.

Äëÿ çàäàííîãî òî÷íîãî ðåøåíèÿ u(x, y) èç Çàäàíèÿ 1.2 (ïî âàðèàíòàì) ïîñòðîéòå çàäà÷ó
Äèðèõëå è ðåøèòå çàäà÷ó ñ ïîìîùüþ ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ íà ÷åòûðåõ ïîñëåäîâà-
òåëüíûõ ñåòêàõ (ðàâíîìåðíîå ðàçáèåíèå ïðè ïåðåõîäå îò ñåòêè ê ñåòêå). Ïðè ðåàëèçàöèè
ñðåäñòâàìè GUI PDEToolbox Matlab áóäåì èìåòü êîíå÷íî-ýëåìåíòíûå ðåøåíèÿ uhi íà ñî-
îòâåòñòâóþùèõ ñåòêàõ Ti, îïèñàííûõ ìàññèâàìè (pi, ei, ti), i = 1, 4.

2. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå äëÿ ôóíêöèè îøèáêè íà ñåòêå Ti

ei := u− uhi i = 1, 4.

Ïîëàãàåì, ÷òî Hm-íîðìà îøèáêè íà ïåðâîé ñåòêå e1 óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ

||e1||m = Chr1

äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû C è ïîðÿäêà ñõîäèìîñòè r ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, ãäå h1
îáîçíà÷àåò ìàêñèìàëüíóþ äëèíó ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà ñåòêè T1. Òàê êàê ñåòêà T2 ñòðîèòñÿ
ðàâíîìåðíûì ðàçáèåíèåì ñåòêè T1, òî äëÿ ôóíêöèè îøèáêè íà âòîðîé ñåòêå âûïîëíÿåòñÿ

||e2||m = C

(
h1
2

)r

.

Ðàçäåëèì ïåðâóþ îøèáêó íà âòîðóþ è ïîëó÷èì ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ ýêñïåðèìåíòàëü-
íîãî ïîðÿäêà ñõîäèìîñòè r12 ïðè ïåðåõîäå îò ïåðâîé ñåòêè êî âòîðîé

||e1||m
||e2||m

= 2r ⇒ r12 = log2
||e1||m
||e2||m

.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì âû÷èñëÿåòñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûé ïîðÿäîê ñõîäèìîñòè r23 ïðè ïåðå-
õîäå îò âòîðîé ñåòêè ê òðåòüåé

r23 = log2
||e2||m
||e3||m

.

Ýêñïåðèìåíòàëüíûå ïîðÿäêè ñõîäèìîñòè r12, r23, r34, íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü â L2-íîðìå
(m = 0) è H1-íîðìå (m = 1).

� Âû÷èñëåíèå L2-íîðìû (m = 0) îøèáêè îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

||ei||0 =
[∫

Ω
(u− uhi)

2dxdy

]1/2
, i = 1, 4.

Äëÿ ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà âîñïîëüçóåìñÿ êóáàòóðíîé ôîðìóëîé ñðåä-
íèõ

||ei||0 ≈ l2errori := sqrt(sum(area. ∗ (mu−mui).
2)) i = 1, 4,
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ãäå area îáîçíà÷àåò âåêòîð ïëîùàäåé òðåóãîëüíèêîâ ñåòêè Ti, mu � âåêòîð çíà÷åíèé
ôóíêöèè u â ñåðåäèíàõ òðåóãîëüíûõ ýëåìåíòîâ ñåòêè, mui � âåêòîð çíà÷åíèé êîíå÷íî-
ýëåìåíòíîãî ðåøåíèÿ uhi â ñåðåäèíàõ òðåóãîëüíûõ ýëååìåíòîâ. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ area
ìîæíî èñïîëüçîâàòü âñòðîåííóþ ôóíêöèþ pdetrg(pi, ti), äëÿ âû÷èñëåíèÿ mui � âñòðî-
åííóþ ôóíêöèþ pdeintrp(pi, ti, ui).

� Âû÷èñëåíèå H1-íîðìû (m = 1) îøèáêè îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

||ei||1 =
[∫

Ω

(
(u− uhi)

2 +∇(u− uhi)
2
)
dxdy

]1/2
i = 1, 4.

Äëÿ ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà âîñïîëüçóåìñÿ êóáàòóðíîé ôîðìóëîé ñðåä-
íèõ è ðåçóëüòàòîì âû÷èñëåíèÿ L2-íîðìû îøèáêè

||ei||1 ≈ h1errori := sqrt(l2error2i + sum(area. ∗
(
(mux−muxi).

2) + (muy −muyi).
2)
)
),

ãäå i = 1, 4, mux,muy � âåêòîðà çíà÷åíèé ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ ïî x è ïî y òî÷íîãî
ðåøåíèÿ u â ñåðåäèíàõ òðåóãîëüíûõ ýëåìåíòîâ ñåòêè Ti, muxi,muyi � âåêòîðà çíà-
÷åíèé ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ êîíå÷íî-ýëåìåíòíîãî ðåøåíèÿ uhi â ñåðåäèíàõ òðåóãîëü-
íûõ ýëåìåíòîâ. Äëÿ âû÷èñëåíèÿmuxi,muyi ìîæíî èñïîëüçîâàòü âñòðîåííóþ ôóíêöèþ
pdegrad(pi, ti, ui).

3. Ñðàâíèòå ïîëó÷åííûå ýêñïåðèìåíòàëüíûå ïîðÿäêè ñõîäèìîñòè r12, r23, r34, ïîñ÷èòàííûå â
L2- è H1-íîðìå, ñ òåîðåòè÷åñêèìè ðåçóëüòàòàìè.

Äëÿ ëèíåéíûõ ýëåìåíòîâ (k = 1) ïðè äîñòàòî÷íîé ãëàäêîñòè òî÷íîãî ðåøåíèÿ u ∈ Hk+1

îøèáêà (u−uh) èìååò ïåðâûé ïîðÿäîê ñõîäèìîñòè â H
1-íîðìå è âòîðîé ïîðÿäîê ñõîäèìîñòè

â L2-íîðìå
||u− uh||1 = O(h), ||u− uh||0 = O(h2).

4. Ýêñïåðèìåíòàëüíûå ïîðÿäêè ñõîäèìîñòè ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ìîæíî ñ÷èòàòü, êîãäà
òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è íåèçâåñòíî. Òîãäà

r123 = log2
||uh(T1)

1 − uh
(T1)
2 ||m

||uh(T1)
2 − uh

(T1)
3 ||m

, r234 = log2
||uh(T2)

2 − uh
(T2)
3 ||m

||uh(T2)
3 − uh

(T2)
4 ||m

,

ãäå uh
(Tj)
i ñîîòâåòñòâóåò èíòåðïîëÿöèè äèñêðåòíîãî ðåøåíèÿ uhi íà ñåòêó Tj .

Ïîñ÷èòàéòå ïîðÿäêè ñõîäèìîñòè, íå èñïîëüçóÿ èíôîðìàöèþ î òî÷íîì ðåøåíèè, è ñðàâíèòå
ñ òåîðåòè÷åñêèìè ðåçóëüòàòàìè î ïîðÿäêå ñõîäèìîñòè.
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