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1 Ââåäåíèå

2 Èíòåãðàëüíàÿ ôîðìóëèðîâêà ýëëèïòè÷åñêîé êðàåâîé çàäà÷è âòî-

ðîãî ïîðÿäêà

3 Ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà

4 Ñóùåñòâîâàíèå åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ âàðèàöèîííîé çàäà÷è

5 Ìåòîä Ãàëåðêèíà. Ïðîñòðàíñòâî êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ

6 Ïîýëåìåíòíîå ïîñòðîåíèå äèñêðåòíîé çàäà÷è äëÿ ïðîñòðàíñòâà

P1-ýëåìåíòîâ

7 Ñõîäèìîñòü ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Àïðèîðíûå îöåíêè îøèá-

êè

8 Ñõîäèìîñòü ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Àïîñòåðèîðíûå îöåí-

êè îøèáêè

Ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ïîçâîëÿåò íàéòè àïïðîêñèìàöèþ òî÷íîãî ðåøåíèÿ u ∈ V çàäàí-
íîé âàðèàöèîííîé çàäà÷è â âèäå ðåøåíèÿ uh ∈ Vh ñîîòâåòñòâóþùåé äèñêðåòíîé çàäà÷è. Äëÿ
êîëè÷åñòâåííîé îöåíêè îøèáêè êîíå÷íî-ýëåìåíòíîãî ðåøåíèÿ uh, ïîñòðîåííîãî íà ôèêñèðîâàí-
íîé ñåòêå Th, èñïîëüçóþòñÿ àïîñòåðèîðíûå îöåíêè îøèáêè, êîòîðûå âû÷èñëÿþòñÿ íà îñíîâàíèè
ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ uh. Òåîðåòè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ î ïîñòðîåíèè àïîñòåðèîðíûõ îöåíîê
îøèáêè âåäóòñÿ ñ êîíöà 70-ûõ ãîäîâ.

Îïðåäåëåíèå 8.1. Èñ÷èñëÿåìàÿ âåëè÷èíà η, êîòîðàÿ àïïðîêñèìèðóåò îøèáêó ||u− uh||, âû÷èñ-
ëåííóþ â íåêîòîðîé íîðìå (÷àñòî â ýíåðãåòè÷åñêîé íîðìå), è êîòîðàÿ çàâèñèò òîëüêî îò äàííûõ
çàäà÷è, íàïðèìåð, aij , a0, f, g,Ω, ∂Ω, è êîíå÷íî-ýëåìåíòíîãî ðåøåíèÿ uh,∇uh, íàçûâàåòñÿ àïî-

ñòåðèîðíîé îöåíêîé îøèáêè. Îöåíêà η íàçûâàåòñÿ äîïóñòèìîé (reliable), åñëè

||u− uh|| ≤ Crη.

Îöåíêà íàçûâàåòñÿ ýôôåêòèâíîé (e�ective), åñëè

η ≤ Ce||u− uh||.

Îöåíêà íàçûâàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íîé, êîãäà îíà äîïóñòèìà, ýôôåêòèâíà è Cr = Ce.

Òðåáîâàíèå ýôôåêòèâíîñòè ãàðàíòèðóåò òî, ÷òî äîïóñòèìàÿ àïîñòåðèîðíàÿ îöåíêà îøèáêè íå
ÿâëÿåòñÿ çàâûøåííîé ||u − uh|| ≤ Crη ≤ CrCe||u − uh||. Ïðè ýòîì ñêîðîñòè ñòðåìëåíèÿ ê íóëþ
îöåíêè îøèáêè η è ñàìîé îøèáêè áóäóò ñîâïàäàòü. Öåëüþ ïîñòðîåíèÿ àïîñòåðèîðíîé îöåíêè
îøèáêè ÿâëÿåòñÿ ïðîâåðêà òî÷íîñòè ÷èñëåííîé àïïðîêñèìàöèè

||u− uh|| ≤ ε

äëÿ çàäàííîãî çíà÷åíèÿ ε. Çàäàííàÿ òî÷íîñòü äîñòèãàåòñÿ, åñëè äëÿ äîïóñòèìîé àïîñòåðèîðíîé
îöåíêè ñïðàâåäëèâî, ÷òî Crη ≤ ε. Ðàññìîòðèì ðàçëè÷íûå ïîäõîäà äëÿ ïîñòðîåíèÿ àïîñòåðèîðíîé
îöåíêè îøèáêè.
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1. Àïîñòåðèîðíàÿ îöåíêà îñòàòêà (residual estimate). Äàííûé ïîäõîä áûë ïðåäëîæåí â
1978 ãîäó àâòîðàìè Babuska è Rheinboldt [5]. Äëÿ èèëþñòðàöèè èäåè ðàññìîòðèì çàäà÷ó
Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà â Ω ⊂ R2. Îñòàòîê ó÷èòûâàåò çíà÷åíèå, ïîëó÷åííîå ïîä-
ñòàíîâêîé êîíå÷íî-ýëåìåíòíîãî ðåøåíèÿ uh â äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ∆uh+f . Êðîìå
òîãî, ó÷èòûâàåòñÿ ñêà÷îê ãðàäèåíòà äèñêðåòíîãî ðåøåíèÿ uh ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ãðàíèöû
ýëåìåíòîâ. Ââîäÿòñÿ ïîíÿòèÿ ýëåìåíòíîãî è ãðàíè÷íîãî îñòàòêîâ

rT (uh) := (f +∆uh)|T è rE(uh) := [∇uh · nE ]nE ,

ãäå [·]nE îáîçíà÷àåò ñêà÷îê ôóíêöèè ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ñòîðîíó E â íàïðàâëåíèè âåêòîðà
åäèíè÷íîé íîðìàëè nE

[ϕ]nE (x) = lim
t→0+

(ϕ(x+ tnE)− ϕ(x− tnE)) ∀x ∈ E.

Ëîêàëüíàÿ îöåíêà îøèáêè ηT , ñîîòâåòñòâóþùàÿ ýëåìåíòó T , îöåíèâàåòñÿ âåëè÷èíîé
ýëåìåíòíîãî îñòàòêà rT è ãðàíè÷íûõ îñòàòêîâ rE äëÿ âñåõ ñòîðîí ýëåìåíòà E ∈ ∂T . Àïî-
ñòåðèîíàÿ îöåíêà âû÷èñëÿåòñÿ ïî çíà÷åíèÿì ëîêàëüíûõ îöåíîê íà êàæäîì ýëåìåíòå ñåòêè

η =

∑
T∈Th

η2T

1/2

.

2. Îöåíêà îøèáêè ñ ïîìîùüþ âîññòàíîâëåíèÿ ãðàäèåíòà ðåøåíèÿ. Îñíîâíàÿ èäåÿ
äàííîé îöåíêè ñîñòîèò â çàìåíå ãðàäèåíòà îò ôóíêöèè uh âû÷èñëÿåìîé ðåêîíñòðóêöèåé
Rh(uh), êîòîðàÿ çàâèñèò îò êîíå÷íî-ýëåìåíòíîãî ðåøåíèÿ uh. Òîãäà ëîêàëüíàÿ îöåíêà îøèá-
êè íà ýëåìåíòå îïðåäåëÿåòñÿ â âèäå

ηT := ||Rh(uh)−∇uh||0,T .

3. Èåðàðõè÷åñêàÿ îöåíêà îøèáêè èëè ìíîãîóðîâíåâàÿ îöåíêà. Äàííûé ïîäõîä áûë
ïðåäëîæåí â 1989 ãîäó àâòîðàìè Deu�hard, Leinen è Yserentant [9]. Ïîäõîä îñíîâàí íà äâóõ
ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèÿõ uh è uh/2, ïîñòðîåííûõ íà ñåòêå Th è åå ðàâíîìåðíîì
ðàçáèåíèè Th/2, ñîîòâåòñòâåííî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

||u− uh/2|| ≤ ρ||u− uh||, ãäå ρ < 1.

Òîãäà èìååì, ÷òî

||u− uh|| = ||u− uh ± uh/2|| ≤ ρ||u− uh||+ ||uh/2 − uh||.

Àïîñòåðèîðíàÿ îöåíêà îøèáêè îïðåäåëÿåòñÿ â âèäå

η := ||uh/2 − uh||,

÷òî ïðèâîäèò â ðåçóëüòàòå ê ñîîòíîøåíèþ

||u− uh|| ≤
1

1− ρ
η.

×àñòî íà ïðàêòèêå ðåøåíèå uh/2 àïïðîêñèìèðóåòñÿ, à íå îïðåäåëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì
âû÷èñëåíèåì íà ñåòêå Th/2.
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4. Öåëåâàÿ îöåíêà îøèáêè. Ïîçäíåå îñíîâíàÿ èäåÿ îöåíêè íåêîòîðîé íîðìû îøèáêè áûëà
çàìåíåíà íà îöåíêó íåêîòîðîãî ôóíêöèîíàëà îò îøèáêè J(u − uh). Ïðè ýòîì â êà÷åñòâå
ôóíêöèîíàëà âûáèðàåòñÿ âåëè÷èíà, ïðàêòè÷åñêîå âû÷èñëåíèå êîòîðîé ïðåäñòàâëÿåò íàè-
áîëüøèé èíòåðåñ. Íàïðèìåð, â êà÷åñòâå ôóíêöèîíàëà îïðåäåëÿåòñÿ ïîòîê ôóíêöèè u ÷åðåç
÷àñòü ãðàíèöû îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ Γ0 ⊂ ∂Ω èëè ñðåäíåå çíà÷åíèå ôóíêöèè u ïî ïîäîáëà-
ñòè Ω0 ⊂ Ω

J(u− uh) :=

∫
Γ0

∂(u− uh)

∂n
ds èëè J(u) :=

∫
Ω0

(u− uh)dx.

8.1 Àïîñòåðèîðíàÿ îöåíêà îñòàòêîâ

Äëÿ èëëþñòðàöèè èäåè ïîñòðîåíèÿ àïîñòåðèîðíîé îöåíêè îñòàòêîâ ðàññìîòðèì îäíîðîäíóþ
çàäà÷ó Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà â ìíîãîóãîëüíîé îáëàñòè Ω ⊂ R2

−∆u = f â Ω, u = 0 íà ∂Ω. (1)

Êîíå÷íî-ýëåìåíòíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ uh ∈ Vh ⊂ V äëÿ çàäà÷è (1) ÿâëÿåòñÿ ïðèáëèæåííûì ðåøå-
íèåì âàðèàöèîííîé çàäà÷è

(∇u,∇v) = (f, v) ∀v ∈ V,

ãäå
(∇uh,∇vh) = (f, vh) ∀vh ∈ Vh.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè v ∈ V èìååì

(∇u,∇v)− (∇uh,∇v) = (f, v)− (∇uh,∇v),
(∇(u− uh),∇v) = (f, v)− (∇uh,∇v),
(∇(u− uh),∇v) = < R, v > (2)

äëÿ ôóíêöèîíàëà îñòàòêà < R, v >:= (f, v)− (∇uh,∇v), îïðåäåëåííîãî äëÿ êîíå÷íî-ýëåìåíòíîãî
ðåøåíèÿ uh íà ïðîñòðàíñòâå V . Óðàâíåíèå

(∇eh,∇v) =< R, v > ∀v ∈ V

íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì îñòàòêà. Ïîëàãàåì v = u− uh, òîãäà

|u− uh|21 =< R, u− uh > .

Öåëüþ ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå îöåíêè ñëåäóþùåãî âèäà

| < R, u− uh > | ≤ Cη||u− uh||1,

òîãäà ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà Ôðèäðèõñà ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

C1||u− uh||21 ≤ |u− uh|21 ⇒ C1||u− uh||21 ≤ Cη||u− uh||1 ⇒ ||u− uh||1 ≤ Cη.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ æåëàåìîé îöåíêè îñòàòêà ïðèìåíèì ê ôóíêöèîíàëó îñòàòêà ôîðìóëó èíòåãðè-
ðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì

< R, v >=
∑
T∈Th

∫
T

(f +∆uh)vdx−
∑

E∈∂T,T∈Th

∫
E

(∇uh · nE)vds ∀v ∈ V.
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Îïðåäåëèì ýëåìåíòíûé è ãðàíè÷íûé îñòàòêè

rT (uh) := (f +∆uh)|T è rE(uh) := [∇uh · nE ]nE .

Â íîâûõ îáîçíà÷åíèÿõ èìååì

< R, v >=
∑
T∈Th

∫
T

rT vdx−
∑
E

∫
E

rEvds ∀v ∈ V. (3)

Çàìå÷àíèå 8.1. Â ñëó÷àå êîíôîðìíûõ ëèíåéíûõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ èìååì, ÷òî ∆uh = 0, ñëå-
äîâàòåëüíî ýëåìåíòíûé îñòàòîê rT (uh) âû÷èñëÿåòñÿ à-ïðèîðè è íåñåò ìàëî èíôîðìàöèè â ëî-
êàëüíóþ îøèáêó. Ïîÿâëåíèå ñêà÷êà ôóíêöèè uh â íàïðàâëåíèè íîðìàëè ñâÿçàíî ñ âëîæåííîñòüþ
ïðîñòðàíñòâà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ â ïðîñòðàíñòâî C0. Â ýòîì ñëó÷àå ãðàíè÷íûé îñòàòîê rE(uh)
ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì èñòî÷íèêîì äëÿ îïðåäåëåíèÿ âåëè÷èíû ëîêàëüíîé îøèáêè.

Çàìå÷àíèå 8.2. Ñêà÷îê [·]nE çàâèñèò îò íàïðàâëåíèÿ âåêòîðà íîðìàëè nE . Â ñëó÷àå èçìåíåíèÿ
íàïðàâëåíèÿ âåêòîðà íîðìàëè èçìåíÿåòñÿ òàêæå ñêà÷îê äëÿ [∇uh]nE , ÷òî îñòàâëÿåò çíà÷åíèå äëÿ
ãðàíè÷íîãî îñòàòêà [∇uh · nE ]nE íåçàâèñèìûì îò íàïðàâëåíèÿ âåêòîðà íîðìàëè, ò.å.

[∇uh · nE ]nE =
(
∇u+h −∇u−h

)
· nE =

(
∇u−h −∇u+h

)
· (−nE) = [∇uh · (−nE)]nE .

Â ñèëó ñâîéñòâà îðòîãîíàëüíîñòè ìåòîäà Ãàëåðêèíà èìååì, ÷òî < R, vh >= 0 äëÿ ïðîèçâîëü-
íîé ôóíêöèè vh ∈ Vh. Ïðåîáðàçóåì (3)

< R, v >=< R, v − vh >=
∑
T∈Th

∫
T

rT (v − vh)dx−
∑
E

∫
E

rE(v − vh)ds ∀vh ∈ Vh.

Äàëåå ïðèìåíèì íåðàâåíñòâî Êîøè-Øâàðöà

| < R, v > | ≤
∑
T∈Th

||rT ||0,T ||v − vh||0,T +
∑
E

||rE ||0,E ||v − vh||0,E . (4)

Äëÿ ìèíèìèçàöèè ïîñòðîåííîé îöåíêè ñâåðõó íåîáõîäèìî ñïåöèàëüíûì îáðàçîì àïïðîêñèìèðî-
âàòü ôóíêöèþ v íåêîòîðîé ôóíêöèåé vh ∈ Vh â ïðîñòðàíñòâàõ L2(T ) è L2(E). Îäíà èç âîçìîæíî-
ñòåé � ýòî èñïîëüçîâàíèå èíòåðïîëÿöèè vh = Ihv. Îäíàêî, â ñèëó òîãî, ÷òî v ∈ V /∈ C1(Ω̄), âîçíè-
êàþò ïðîáëåìû íà ãðàíèöàõ ýëåìåíòîâ, ïîýòîìó àïïðîêñèìàöèÿ äîëæíà îñóùåñòâëÿòüñÿ äðóãèì
ñïîñîáîì. Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: ωT � ìíîæåñòâî âñåõ ýëåìåíòîâ, èìåþùèõ ñ ýëåìåí-
òîì T îáùèå ñòîðîíû, ωE � ìíîæåñòâî âñåõ ýëåìåíòîâ, èìåþùèõ ñòîðîíó E, ωxj � ìíîæåñòâî
âñåõ ýëåìåíòîâ, ñîäåðæàùèõ óçåë xj . Ïîëàãàåì, ÷òî òðèàíãóëÿöèÿ ÿâëÿåòñÿ êâàçè-ðàâíîìåðíîé,
ò.å. êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ, ïðèíàäëåæàùèõ ìíîæåñòâàì ωT , ωE è ωxj , ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíî
ñâåðõó. Ïóñòü hT äëèíà íàèáîëüøåé ñòîðîíû ýëåìåíòà T , hE äëèíà ñòîðîíû E. Äîêàçàí ñëå-
äóþùèé ðåçóëüòàò äëÿ êâàçè-èíòåðïîëÿöèè (èíòåðïîëÿöèÿ Êëåìåíòà) Ihv ∈ Vh ïðîèçâîëüíîé
ôóíêöèè v ∈ V

||v − Ihv||0,T ≤ ChT |v|1,ωT è ||v − Ihv||0,E ≤ Ch
1/2
E |v|1,ωE .

Ïðèâåäåì ïðèìåð ïîñòðîåíèÿ èíòåðïîëÿöèè Ihv äëÿ ñëó÷àÿ ëèíåéíûõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Ñíà-
÷àëà ñòðîèòñÿ L2-ïðîåêöèÿ ôóíêöèè v íà ωxj äëÿ êàæäîãî óçëà ñåòêè â âèäå

Pxjv =
1

|ωxj |

∫
ωxj

vdx.

Òîãäà êâàçè-èíòåðïîëÿöèÿ çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

Ihv(x) :=
∑
j

(Pxjv)ψj(x)
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äëÿ óçëîâîãî áàçèñà {ψj(x)} ïðîñòðàíñòâà Vh. Ïðèìåíèì ïðèâåäåííûå îöåíêè äëÿ êâàçè-èíòåðïîëÿöèè
ê (4)

| < R, v > | = | < R, v − Ihv > |
≤

∑
T∈Th

||rT ||0,T ||v − Ihv||0,T +
∑
E

||rE ||0,E ||v − Ihv||0,E

≤ C

(∑
T

||rT ||0,ThT |v|1,ωT +
∑
E

||rE ||0,Eh1/2E |v|1,ωE

)

≤ C

[∑
T

h2T ||rT ||20,T

]1/2 [∑
T

|v|21,ωT

]1/2
+

[∑
E

hE ||rE ||20,E

]1/2 [∑
E

|v|21,ωE

]1/2
≤ C

[∑
T

h2T ||rT ||20,T

]1/2
+

[∑
E

hE ||rE ||20,E

]1/2 |v|1

≤ C

(∑
T

h2T ||rT ||20,T +
∑
E

hE ||rE ||20,E

)1/2

||v||1.

Ýòî ïðèâîäèò íàñ ê îêîí÷àòåëüíîìó ðåçóëüòàòó

||u− uh||1 ≤ Cη,

η =

(∑
T

η2T

)1/2

, η2T = h2T ||rT ||20,T +
1

2

∑
E⊂T

hE ||rE ||20,E . (5)

Îòìåòèì, ÷òî ïîÿâëåíèå ìíîæèòåëÿ 1/2 ïåðåä âòîðîé ñóììîé â âûðàæåíèè äëÿ ηT ñâÿçàíî ñ
òåì, ÷òî ïðè ñóììèðîâàíèè ïî âñåì ýëåìåíòàì êàæäàÿ âíóòðåííÿÿ ñòîðîíà áóäåò ó÷èòûâàòüñÿ
äâàæäû. Ïîñòðîåííàÿ àïîñòåðèîðíàÿ îöåíêà îøèáêè ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëèìîé, ëîêàëüíîé è äîïó-
ñòèìîé.

Äëÿ ýôôåêòèâíîñòè ïîñòðîåííîé îöåíêè îñòàòêà íåîáõîäèìî ïîêàçàòü, ÷òî îøèáêó ìîæíî
îöåíèòü ñíèçó ñ ïîìîùüþ âåëè÷èíû η. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýôôåêòèâíîñòè áûë ðàçðàáîòàí ñïå-
öèàëüíûé ïîäõîä [15]. Ðàññìîòðèì äàííûé ïîäõîä äëÿ îöåíêè ýëåìåíòíîãî îñòàòêà rT â ïðåäïîëî-
æåíèè, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü f ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé íà êàæäîì ýëåìåíòå T . Ââåäåì íîâóþ ôóíêöèþ

vT (x) = rT (x)bT (x),

ãäå bT = 27λ1λ2λ3 íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé ïóçûðÿ, ïîñòðîåííàÿ ïî áàðèöåíòðè÷åñêèì êîîðäèíà-
òàì òðåóãîëüíèêà T . Îòìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ bT ðàâíà íóëþ íà ãðàíèöå ýëåìåíòà T . Ïîäñòàâèì
ôóíêöèþ vT â (2), èìååì

(∇(u− uh),∇vT ) = < R, vT >

=

∫
T

rT vTdx

= c||rT ||20,T .

Òîãäà
c||rT ||20,T ≤ |u− uh|1,T |rT bT |1,T .

Ïîñëå îöåíêè ìíîæèòåëÿ |rT bT |1,T ïîëó÷àåì æåëàåìûé ðåçóëüòàò

hT ||rT ||20,T ≤ C|u− u1|1,T .
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Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ñòðîèòñÿ îöåíêà äëÿ ãðàíè÷íîãî îñòàòêà ñ ââåäåíèåì ôóíêöèè ïóçûðÿ
íà ñòîðîíå ýëåìåíòà. Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåì, ÷òî ïîñòðîåííàÿ îöåíêà îñòàòêà (5) ÿâëÿåòñÿ
äîïóñòèìîé è ýôôåêòèâíîé.

8.2 Àäàïòàöèÿ ôèêñèðîâàííîé ñåòêè (h-àäàïòàöèÿ)

Îñíîâíûì ïðèìåíåíèåì àïîñòåðèîðíûõ îöåíîê îøèáêè ÿâëÿåòñÿ àäàïòèâíîå óëó÷øåíèå ñåòêè
íà îñíîâàíèè àïîñòåðèîðíûõ îöåíîê äëÿ óëó÷øåíèÿ òî÷íîñòè êîíå÷íî-ýëåìåíòíîãî ðåøåíèÿ â
êðèòè÷åñêèõ îáëàñòÿõ. Â îñíîâíîì âåëè÷èíà η âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

η =

∑
T∈Th

η2T

1/2

,

ãäå ηT îáîçíà÷àåò ëîêàëüíóþ îöåíêó îøèáêè, ñîîòâåòñòâóþùóþ ýëåìåíòó T . Âåëè÷èíó ηT ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü êàê ëîêàëüíûé èíäèêàòîð îøèáêè è â çàâèñèìîñòè îò âåëè÷èíû ηT ïðîèçâî-
äèòü ëîêàëüíîå èçìåíåíèå ñåòêè. Â ÷àñòíîñòè, èçìåëü÷àòü òå ýëåìåíòû ñåòêè, êîòîðûå äåëàþò
áîëüøîé âêëàä â îáùóþ îöåíêó η. Òàêîé ïîäõîä îñíîâàí íà ïðåäïîëîæåíèÿõ, ÷òî (1) îøèáêà
âîçíèêàåò â òåõ ìåñòàõ, ãäå èíäèêàòîð ïðèíèìàåò áîëüøèå çíà÷åíèÿ, ÷òî (2) èçìåëü÷åíèå ñåòêè
óìåíüøèò îøèáêó è ÷òî (3) ðàñïðåäåëåíèå ëîêàëüíîé îøèáêè áóäåò ñòðåìèòüñÿ ê ðàâíîìåðíîìó.
Óêàçàííûå ïðåäïîëîæåíèÿ êîððåêòíû äëÿ ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà, òîãäà
êàê, â ÷àñòíîñòè, äëÿ âîëíîâûõ óðàâíåíèé è óðàâíåíèé ïåðåíîñà îíè ÿâëÿþòñÿ íåîáîñíîâàííûìè.
Ðàññìîòðèì èòåðàöèîííûé àëãîðèòì àäàïòèâíîãî óëó÷øåíèÿ ñåòêè:

1. îïðåäåëÿåì íà÷àëüíóþ òðèàíãóëÿöèþ Th0 îáëàñòè Ω;

2. ðåøàåì äèñêðåòíóþ çàäà÷ó íà òðèàíãóëÿöèè Thk
;

3. âû÷èñëÿåì çíà÷åíèÿ ëîêàëüíîãî èíäèêàòîðà îøèáêè äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ ñåòêè {ηT : T ∈
Thk

}, è ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå èíäèêàòîðà íà ñåòêå ηk = max
T∈Thk

ηT ;

4. åñëè ηk ≤ ε, òî àëãîðèòì çàêàí÷èâàåòñÿ, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå èçìåëü÷àåì âñå ýëåìåíòû
T ∈ Thk

, äëÿ êîòîðûõ ηT ≥ γηk, ãäå ïàðàìåòð 0 < γ < 1. Ïðè íåîáõîäèìîñòè èçìåëü÷àåì
äðóãèå ýëåìåíòû ñåòêè äëÿ ïîëó÷åíèÿ äîïóñòèìîé òðèàíãóëÿöèè íà ñëåäóþùåé èòåðàöèè.
Óâåëè÷èâàåì k íà 1 è ïåðåõîäèì ê Øàãó 2.

Ïðè çíà÷åíèÿõ γ, áëèçêèõ ê íóëþ, àëãîðèòì ïðèâåäåò ê èçìåíåíèþ ìíîãèõ ýëåìåíòîâ, ïðè çíà-
÷åíèÿõ γ, áëèçêèõ ê åäèíèöå, èçìåíèòñÿ ìàëî ýëåìåíòîâ. Íà ïðàêòèêå ÷àñòî ïîëàãàåòñÿ γ = 0.5.
Àëãîðèòì ìîæåò òàêæå áûòü äîïîëíåí ñòðàòåãèåé îãðóáëåíèÿ ñåòêè. Òàêîå äîïîëíåíèå ÿâëÿåòñÿ
âàæíûì äëÿ àäàïòèâíîãî ðåøåíèÿ äèíàìè÷åñêèõ çàäà÷.

Äëÿ ïðàêòè÷åñêîé ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà àäàïòèâíîãî óëó÷øåíèÿ ñåòêè íåîáõîäèìî îïèñàòü
ïîäõîä äëÿ èçìåëü÷åíèÿ ýëåìåíòîâ, ÷òîáû ãàðàíòèðîâàòü äîïóñòèìîñòü ïîñòðîåííîé òðèàíãóëÿ-
öèè. Ïðè ýòîì íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü óñëîâèå ðåãóëÿðíîñòè, ÷òîáû óãëû òðåóãîëüíûõ ýëåìåíòîâ
íå áûëè ñëèøêîì ìàëåíüêèìè èëè ñëèøêîì áîëüøèìè. Ââåäåì ñëåäóþùèå âñïîìîãàòåëüíûå îáî-
çíà÷åíèÿ:

• òðåóãîëüíèê èìååò êðàñíîå ðàçáèåíèå, êîãäà åãî ñåðåäèíû ñòîðîí ñîåäèíÿþòñÿ äðóã ñ äðó-
ãîì;

• òðåóãîëüíèê èìååò ñèíåå ðàçáèåíèå, êîãäà ñåðåäèíà ñàìîé äëèííîé ñòîðîíû ñîåäèíÿåòñÿ ñ
ïðîòèâîëåæàùèì óãëîì è ñ ñåðåäèíîé ëþáîé äðóãîé ñòîðîíû;
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• òðåóãîëüíèê èìååò çåëåíîå ðàçáèåíèå, êîãäà ñåðåäèíà ñàìîé äëèííîé ñòîðîíû ñîåäèíÿåòñÿ
ñ ïðîòèâîëåæàùèì óãëîì;

• òðåóãîëüíèê èìååò îäèí èëè íåñêîëüêî âèñÿ÷èõ óçëîâ, êîãäà íå ñàì òðåóãîëüíèê, à ñîñåäíèå
òðåóãîëüíèêè ðàçáèâàëèñü.

Êðàñíîå ðàçáèåíèå ïîðîæäàåò ïîäîáíûå òðåóãîëüíèêè è ïîýòîìó íå èçìåíÿåò óãëû. Òðåáîâàíèå
î ðàçáèåíèè ñàìîé äëèííîé ñòîðîíû â ñëó÷àå ñèíåãî è çåëåíîãî ðàçáèåíèÿ ãàðàíòèðóåò òîò ôàêò,
÷òî ñàìûé ìàëåíüêèé óãîë íå áóäåò óìåíüøàòüñÿ. Òðèàíãóëÿöèÿ ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé, êîãäà íè
îäèí òðåóãîëüíèê íå èìååò âèñÿ÷èõ óçëîâ. ×åòâåðòûé øàã èòåðàöèîííîãî àëãîðèòìà àäàïòèâíîãî
óëó÷øåíèÿ ñåòêè âûïîëíÿåòñÿ ïî ñëåäóþùèì ïðàâèëàì äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà ðàçáèåíèÿ:

• åñëè ηT ≥ γηk, òî ê T ïðèìåíÿåòñÿ êðàñíîå ðàçáèåíèå;

• åñëè T èìååò îäèí âèñÿ÷èé óçåë, òî ê T ïðèìåíÿåòñÿ çåëåíîå ðàçáèåíèå, åñëè óçåë ïîïàäàåò
íà äëèííóþ ñòîðîíó, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � ñèíåå ðàçáèåíèå;

• åñëè T èìååò äâà âèñÿ÷èõ óçëà, ïðè ýòîì îäèí ïîïàäàåò íà äëèííóþ ñòîðîíó, òî ê T ïðè-
ìåíÿåòñÿ ñèíåå ðàçáèåíèå;

• åñëè T èìååò äâà âèñÿ÷èõ óçëà, ïðè ýòîì îíè íå ïîïàäàþò íà äëèííóþ ñòîðîíó, òî ê T
ïðèìåíÿåòñÿ êðàñíîå ðàçáèåíèå;

• åñëè T èìååò äâà âèñÿ÷èõ óçëà, ïðè ýòîì îíè íå ïîïàäàþò íà äëèííóþ ñòîðîíó, òî ê T
ïðèìåíÿåòñÿ êðàñíîå ðàçáèåíèå;

• åñëè T èìååò òðè âèñÿ÷èõ óçëà, òî ê T ïðèìåíÿåòñÿ êðàñíîå ðàçáèåíèå.

Ñõîäèìîñòü îïèñàííîãî àëãîðèòìà àäàïòèâíîãî óëó÷øåíèÿ ñåòêè áûëà âïåðâûå äîêàçàíà â 1996
ãîäó â [10] äëÿ ìíîãîìåðíîãî ñëó÷àÿ, õîòÿ óæå ìíîãèå ãîäû äî òîãî àäàïòèâíûå ñòðàòåãèè óñïåøíî
èñïîëüçîâàëèñü íà ïðàêòèêå. Ïîêàçàíî, ÷òî àëãîðèòì ñõîäèòñÿ ëèíåéíî, ò.å. ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà
0 ≤ C < 1, êîòîðàÿ çàâèñèò òîëüêî îò äàííûõ çàäà÷è, ÷òî íà êàæäîé èòåðàöèè àëãîðèòìà îøèáêà
â H1-íîðìå óìåíüøàåòñÿ, ïî êðàéíåé ìåðå, íà ìíîæèòåëü C.

Ïðîñòðàíñòâî êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ íàçûâàåòñÿ àïîñòåðèîðíî àäàïòèâíûì, åñëè îíî ïîñòðîåíî
ñ ó÷åòîì èíäèêàòîðà îøèáêè.

Çàäàíèÿ
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