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1 Ââåäåíèå

2 Èíòåãðàëüíàÿ ôîðìóëèðîâêà ýëëèïòè÷åñêîé êðàåâîé çàäà÷è âòî-

ðîãî ïîðÿäêà

3 Ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà

4 Ñóùåñòâîâàíèå åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ âàðèàöèîííîé çàäà÷è

5 Ìåòîä Ãàëåðêèíà. Ïðîñòðàíñòâî êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ

Èäåÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ çàêëþ÷àåòñÿ â ðåøå-
íèè ñîîòâåòñòâóþùåé âàðèàöèîííîé çàäà÷è, ñôîðìóëèðîâàííîé â ïðîñòðàíñòâå Ñîáîëåâà V , â
ïîäõîäÿùåì êîíå÷íîìåðíîì ïîäïðîñòðàíñòâå Vh ⊂ V . Âûáîð ïîäïðîñòðàíñòâà Vh îñóùåñòâëÿåò-
ñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïðè ñòðåìëåíèè ïàðàìåòðà äèñêðåòèçàöèè h ê íóëþ, ÷èñëåííîå ðåøåíèå
uh ∈ Vh ñòðåìèëîñü ê îáîáùåííîìó ðåøåíèþ êðàåâîé çàäà÷è: uh → u ∈ V ïðè h→ 0.

Ìåòîä íàõîæäåíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ âàðèàöèîííîé çàäà÷è çà ñ÷åò ïåðåõîäà îò áåñ-
êîíå÷íîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà V ê êîíå÷íîìåðíîìó ïîäïðîñòðàíñòâó Vh íàçûâàåòñÿ ìåòîäîì

Ãàëåðêèíà:
Íàéòè uh ∈ Vh òàêóþ, ÷òî

a(uh, v) =< l, v > ∀v ∈ Vh. (1)

Âàðèàöèîííàÿ çàäà÷à (1), ñôîðìóëèðîâàííàÿ â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, íàçûâàåòñÿ äèñ-

êðåòíîé çàäà÷åé, à ðåøåíèå uh íàçûâàåòñÿ äèñêðåòíûì ðåøåíèåì.
Ïðîöåññ ðåøåíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â

âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðåîáðàçîâàíèé, ïðèâîäÿùåé ê ïðèáëèæåííîìó ðåøåíèþ èñõîäíîé çà-
äà÷è: Èñõîäíàÿ çàäà÷à (îïèñàíèå ðåàëüíîé ñèñòåìû) → Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü â âèäå êðàåâîé
çàäà÷è → Âàðèàöèîííàÿ çàäà÷à → Äèñêðåòíàÿ çàäà÷à.

Ïðè óñëîâèè, ÷òî ïðîñòðàíñòâî Vh ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì, áèëèíåéíàÿ ôîðìà a(u, v) ñèììåò-
ðè÷íîé è ïîëîæèòåëüíîé, à ôóíêöèîíàë < l, v > ëèíåéíûì, âàðèàöèîííàÿ çàäà÷à ýêâèâàëåíòíà
ðåøåíèþ çàäà÷è ìèíèìèçàöèè (ñì. Òåîðåìà 2.2):

min

{
1

2
a(v, v)− < l, v > : v ∈ Vh

}
.

Ïåðåõîä îò áåñêîíå÷íîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà V ê êîíå÷íîìåðíîìó ïîäïðîñòðàíñòâó Vh ïðè ðåøå-
íèè çàäà÷è ìèíèìèçàöèè íàçûâàåòñÿ ìåòîäîì Ðèòöà (1908).

Òåîðåìà 5.1 (àíàëîã ëåììû Ëàêñà-Ìèëüãðàìà äëÿ äèñêðåòíîé çàäà÷è). Åñëè áèëèíåéíàÿ ôîðìà

a(u, v) ÿâëÿåòñÿ ýëëèïòè÷åñêîé è íåïðåðûâíîé, à ëèíåéíàÿ ôîðìà < l, v > íåïðåðûâíîé, òî

äèñêðåòíàÿ çàäà÷à (1), ñôîðìóëèðîâàííàÿ â ãèëüáåðòîâîì ïîäïðîñòðàíñòâå Vh ⊂ V , èìååò
åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

Ïóñòü çàäàíî n ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ôóíêöèé ψ1, . . . , ψn â ëèíåéíîì áåñêîíå÷íîìåðíîì ïðî-
ñòðàíñòâå V . Ñ ïîìîùüþ ôóíêöèé ψj ìîæíî ïîñòðîèòü n-ìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî Vh ïðîñòðàí-
ñòâà V êàê ìíîæåñòâî âñåõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé ôóíêöèé ψj

Vh =


n∑
j=1

zjψj : ψj ∈ V� ëèíåéíî-íåçàâèñèìûå, j = 1, n, zj ∈ R

 .
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Ôóíêöèè ψj íàçûâàþòñÿ áàçèñíûìè ôóíêöèÿìè â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå Vh (èëè ãëîáàëü-
íûìè ôóíêöèÿìè ôîðìû).

Âàðèàöèîííûå óðàâíåíèÿ äèñêðåòíîé çàäà÷è (1) ñïðàâåäëèâû äëÿ âñåõ ôóíêöèé vh ∈ Vh. Â
ñèëó ëèíåéíîñòè óðàâíåíèé èõ äîñòàòî÷íî óäîâëåòâîðèòü òîëüêî äëÿ áàçèñíûõ ôóíêöèé

a(uh, ψi) =< l, ψi > i = 1, n.

Ïðåäñòàâèì íåèçâåñòíóþ ôóíêöèþ uh â âèäå ðàçëîæåíèÿ ïî çàäàííîìó áàçèñó ñ íåèçâåñòíûìè
êîýôôèöèåíòàìè ðàçëîæåíèÿ zj ∈ R

uh =

n∑
j=1

zjψj .

Òîãäà âàðèàöèîííûå óðàâíåíèÿ ïåðåôîðìóëèðóþòñÿ â âèäå ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ
óðàâíåíèé (ÑËÀÓ)äëÿ íåèçâåñòíûõ ÷èñëîâûõ êîýôôèöèåíòîâ zj

n∑
j=1

a(ψj , ψi)zj =< l, ψi > i = 1, n.

Ýòî ïîçâîëÿåò ñôîðìóëèðîâàòü äèñêðåòíóþ çàäà÷ó (1) â ìàòðè÷íîì âèäå

Az = b,

ãäå Aij = a(ψj , ψi), bi =< l, ψi >, i, j = 1, n. Èìååì ñèñòåìó èç n óðàâíåíèé c n íåèçâåñòíû-
ìè zj . Ïîêàæåì, ÷òî ìàòðèöà A ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííîé, åñëè ñîîòâåòñòâóþùàÿ
áèëèíåíàÿ ôîðìà çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ýëëèïòè÷åñêîé

z′Az =

n∑
i,j=1

ziAijzj =

n∑
i,j=1

zia(ψj , ψi)zj =

n∑
i,j=1

a(zjψj , ziψi)

= a

 n∑
j=1

zjψj ,

n∑
i=1

ziψi

 = a(uh, uh) ≥ α||uh||2 > 0.

Èç ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè ìàòðèöû A ñëåäóåò åå îáðàòèìîñòü. Ðåøåíèå äèñêðåòíîé çàäà-
÷è åäèíñòâåííî â ñëó÷àå ýëëèïòè÷íîñòè áèëèíåéíîé ôîðìû. Ïðîöåññ ðåøåíèÿ äèñêðåòíîé çàäà÷è
îçíà÷àåò:

• íà îñíîâå áàçèñíûõ ôóíêöèé ψj ïðîñòðàíñòâà Vh âû÷èñëèòü âåëè÷èíû Aij è bi,

• íàéòè zj êàê ðåøåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé Az = b,

• ïîñòðîèòü ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå uh ∈ Vh â âèäå uh =
∑n

j=1 zjψj .

Èäåÿ ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ñâÿçàíà ñî ñïåöèàëüíûì ïðîöåññîì âûáîðà áàçèñíûõ ôóíê-
öèé. À èìåííî, äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ â êà÷åñòâå áàçèñíûõ ôóíêöèé èñïîëü-
çóþòñÿ ôèíèòíûå ôóíêöèè. Ôèíèòíàÿ ôóíêöèÿ ψj îòëè÷íà îò íóëÿ â íåêîòîðîé êîìïàêòíîé
ïîäîáëàñòè supp ψj (íîñèòåëü ôóíêöèè) îáëàñòè Ω è ðàâíà íóëþ íà îñòàâøåéñÿ ÷àñòè îáëàñòè Ω.
Âûáîð ôèíèòíûõ ôóíêöèé â êà÷åñòâå áàçèñíûõ ÿâëÿåòñÿ ðåøàþùèì äëÿ ýôôåêòèâíîñòè ïðàê-
òè÷åñêîé ðåàëèçàöèè ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Â ýòîì ñëó÷àå ìàòðèöà A ÿâëÿåòñÿ ðàçðåæåí-
íîé � ìàòðèöà ñ ìàëûì ÷èñëîì íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ (îòíîøåíèå ÷èñëà íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ
ìàòðèöû ê îáùåìó ÷èñëó ýëåìåíòîâ ìåíüøå 5 %). Äåéñòâèòåëüíî,

Aij = a(ψj , ψi) =

∫
Ω

∑
l,k

alk∂lψj∂kψi =
∑
l,k

∫
Ω
alk∂lψj∂kψi

=
∑
l,k

∫
supp ψi∩supp ψj

alk∂lψj∂kψi =
∑
l,k

∫
∪

ξi,ξj∈K K

alk∂lψj∂kψi.
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Ñ âû÷èñëèòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ ïðîöåññ ðåøåíèÿ ÑËÀÓ äëÿ ðàçðåæåííûõ ìàòðèö ÿâëÿåòñÿ
î÷åíü ýôôåêòèâíûì.

5.1 Ïðîñòðàíñòâî êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ

Ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ â åãî ïðîñòåéøåé ôîðìå, ýòî ìåòîä Ãàëåðêèíà, õàðàêòåðèçóåìûé
ñëåäóþùèìè òðåìÿ îñíîâíûìè àñïåêòàìè â ïîñòðîåíèè ïîäïðîñòðàíñòâà Vh � ïðîñòðàíñòâà êî-
íå÷íûõ ýëåìåíòîâ.

1. Ðàçáèåíèå îáëàñòè Ω íà êîíå÷íîå ÷èñëî ïîäîáëàñòåé, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ ýëåìåíòàìè. Ìíî-
æåñòâî âñåõ ýëåìåíòîâ îáîçíà÷àåòñÿ Th. Ïðè ýòîì ðàçáèåíèå îáëàñòè äîëæíî áûòü äîïóñòè-
ìûì. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ ñëåäóþùèå ñâîéñòâà

(a) Ω̄ =
∪M
i=1 Ti, ãäå Ti � òðåóãîëüíèê èëè ÷åòûðåõóãîëüíèê (2D); òåòðàýäð èëè ïðèçìà

(3D);

(b) Åñëè Ti ∩ Tj � òî÷êà, òîãäà òî÷êà ÿâëÿåòñÿ âåðøèíîé Ti è Tj ;

(c) Åñëè Ti ∩ Tj , i ̸= j � ìíîæåñòâî òî÷åê, òîãäà Ti ∩ Tj � ñòîðîíà (ðåáðî) èëè ãðàíü Ti è
Tj .

2. Îïðåäåëåíèå íîñèòåëÿ áàçèñíîé ôóíêöèè ψj â âèäå îáúåäèíåíèÿ ýëåìåíòîâ, ñîäåðæàùèõ
òî÷êó ξj

supp ψj =
∪

T∈Th,ξj∈T
T.

Êîëè÷åñòâî òî÷åê äëÿ ïîñòðîåíèÿ áàçèñíûõ ôóíêöèé îïðåäåëÿåò ðàçìåðíîñòü ìàòðèöû äèñ-
êðåòíîé çàäà÷è.

3. Îïðåäåëåíèå áàçèñíîé ôóíêöèè â âèäå ìíîãî÷ëåíà. Â ÷àñòíîñòè, íà êàæäîì ýëåìåíòå ôóíê-
öèÿ u ∈ Vh ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì ñòåïåíè, ìåíüøåé ëèáî ðàâíîé n, åñëè T � òðåóãîëüíèê

u|T ∈ Pn := {p(x, y) =
∑

0≥i+k≤n
cikx

iyk}

èëè ñòåïåíè, ìåíüøåé ëèáî ðàâíîé n, ïî êàæäîé ïåðåìåííîé, åñëè T � ÷åòûðåõóãîëüíèê

u|T ∈ Qn := {q(x, y) =
∑

0≤i,k≤n
cikx

iyk}.

Ïðè óñëîâèè Vh ⊂ V = Hm(Ω) ïðîñòðàíñòâî êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ îáëàäàåò ñâîéñòâîì

Vh ⊂ Cm−1(Ω̄).

Ïðîñòðàíñòâî êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, ñîñòîÿùåå èç íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé C0(Ω̄), íåîáõîäèìî äëÿ
ðåøåíèÿ ýëëèïòè÷åñêîé êðàåâîé çàäà÷è âòîðîãî ïîðÿäêà, òîãäà êàê äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ÷åòâåðòî-
ãî ïîðÿäêà íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü C1-ïðîñòðàíñòâî êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Ïðè óñëîâèè Vh ⊂ V
ïðîñòðàíñòâî êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ íàçûâàåòñÿ êîíôîðìíûì è ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ íàçû-
âàåòñÿ êîíôîðìíûì. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâî êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ íàçûâàåòñÿ íåêîí-
ôîðìíûì.

Ðàñïðîñòðàíåííûì ïðîñòðàíñòâîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ òðå-
óãîëüíûõ ýëåìåíòîâ èç C0(Ω̄) (ïðîñòðàíñòâî Êóðàíòà, ïðîñòðàíñòâî P1-ýëåìåíòîâ)

Vh = {v ∈ C0(Ω̄) : v|T ∈ P1(T ),∀T ∈ Th}.
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Ïî îïðåäåëåíèþ ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ ïðîñòðàíñòâà Vh ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé íà êàæäîì ýëåìåíòå
è êóñî÷íî-íåïðåðûâíîé âî âñåé îáëàñòè. Â ÷àñòíîñòè, áàçèñíûå ôóíêöèè ïðîñòðàíñòâà Vh ìîæíî
îïðåäåëèòü ïî ñîîòíîøåíèÿì

ψj(ξi) = δji.

Â ýòîì ñëó÷àå êîýôôèöèåíòû zj ðàçëîæåíèÿ äèñêðåòíîãî ðåøåíèÿ uh ïî áàçèñó ïðèíèìàþò êîí-
êðåòíûé ñìûñë zj = uh(ξj).

Äðóãèå ïðèìåðû ïðîñòðàíñòâ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ:

• ïðîñòðàíñòâî êâàäðàòè÷íûõ òðåóãîëüíûõ ýëåìåíòîâ èç C0(Ω) èëè P2-ýëåìåíòîâ,

• ïðîñòðàíñòâî êóáè÷åñêèõ òðåóãîëüíûõ ýëåìåíòîâ èç C0(Ω) èëè P3-ýëåìåíòîâ,

• ïðîñòðàíñòâî òðåóãîëüíûõ ýëåìåíòîâ Àðãèðèñà èç C1(Ω), u|T ∈ P5,

• ïðîñòðàíñòâî òðåóãîëüíûõ ýëåìåíòîâ Áåëëà èç C1(Ω), u|T ∈ P5,

• ïðîñòðàíñòâî áèëèíåéíûõ ïðÿìîóãîëüíûõ ýëåìåíòîâ èç C0(Ω) èëè Q1-ýëåìåíòîâ, è ò.ä.

Íà ïðàêòèêå îïðåäåëåíèå áàçèñíûõ ôóíêöèé îñóùåñòâëÿåòñÿ íà îñíîâå ïîíÿòèÿ êîíå÷íîãî
ýëåìåíòà.

5.2 Êîíå÷íûé ýëåìåíò

Îïðåäåëåíèå 5.1 (Ñüÿðëå, 1978). Êîíå÷íûé ýëåìåíò îïðåäåëÿåòñÿ òðîéêîé (T,Π,Σ), ãäå
T � çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî Rd ñ íåïóñòûì ìíîæåñòâîì âíóòðåííèõ òî÷åê è íåïðåðûâíîé

ïî Ëèïøèöó ãðàíèöåé;
Π � êîíå÷íîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî äåéñòâèòåëüíîçíà÷íûõ ôóíêöèé ðàçìåðíîñòè s, îïðåäåëåí-

íûõ íà ìíîæåñòâå T , òàêîå, ÷òî Π ⊂ C(T );
Σ � ìíîæåñòâî s ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ li, îïðåäåëåííûõ íà ïðî-

ñòðàíñòâå Π, òàêèõ, ÷òî êàæäàÿ ôóíêöèÿ p ∈ Π îäíîçíà÷íûì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèÿìè
ôóíêöèîíàëîâ èç Σ (ñâîéñòâî Π-óíèñîëüâåíòíîñòè). Äðóãèìè ñëîâàìè, â ïðîñòðàíñòâå Π ìîæíî
îïðåäåëèòü áàçèñíûå ôóíêöèè Li(ξ), ÷òî

∀p ∈ Π p(ξ) =

s∑
i=1

li(p)Li(ξ), li ∈ Σ, ξ ∈ T.

Ëèíåéíûå ôóíêöèîíàëû li ∈ Σ, i = 1, s íàçûâàþò ñòåïåíÿìè ñâîáîäû êîíå÷íîãî ýëåìåíòà.
Áàçèñíûå ôóíêöèè Li ∈ Π, i = 1, s íàçûâàþòñÿ ôóíêöèÿìè ôîðìû êîíå÷íîãî ýëåìåíòà.

Åñëè ìíîæåñòâî T ÿâëÿåòñÿ d-ñèìïëåêñîì (âûïóêëàÿ îáîëî÷êà d+1 òî÷åê, íå ïðèíàäëåæàùèõ
ãèïåðïëîñêîñòè), òî êîíå÷íûé ýëåìåíò íàçûâàåòñÿ ñèìïëèöèàëüíûì (èëè òðåóãîëüíûì ïðè d = 2
è òåòðàýäàëüíûì ïðè d = 3).

Åñëè ìíîæåñòâî ñòåïåíåé ñâîáîäû Σ îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèÿìè â òî÷êàõ, ïðèíàäëåæàùèõ T ,
ò.å. li(p) = p(ξi), ξi ∈ T , òîãäà êîíå÷íûé ýëåìåíò íàçûâàåòñÿ ëàãðàíæåâûì êîíå÷íûì ýëåìå-

íîì, à òî÷êè . Ëàãðàíæåâû êîíå÷íûå ýëåìåíòû èñïîëüçóþòñÿ äëÿ àïïðîêñèìàöèè ïðîñòðàíñòâà
H1(Ω). Äðóãèìè âîçìîæíîñòÿìè çàäàíèÿ ñòåïåíåé ñâîáîäû ÿâëÿþòñÿ çàäàíèå çíà÷åíèé ïðîèç-
âîäíûõ â òî÷êàõ ýëåìåíòà T èëè çíà÷åíèé èíòåãðàëîâ ïî T . Åñëè â êà÷åñòâå îäíîé èç ñòåïåíåé
ñâîáîäû èñïîëüçóåòñÿ çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé, òî êîíå÷íûé ýëåìåíò íàçûâàåòñÿ ýðìèòîâûì êî-

íå÷íûì ýëåìåíòîì. Ïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíò Àðãèðèñà, êîòîðûé èñïîëüçóåòñÿ äëÿ àïïðîê-
ñèìàöèè ïðîñòðàíñòâà H2(Ω).

4



Ëåêöèÿ 5, ÄÂ Ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, Ëàâðîâà Î.À. (ÌÌÔ ÁÃÓ), 2019

Ïðîñòðàíñòâî êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ îïðåäåëÿåòñÿ ðàçáèåíèåì îáëàñòè íà ýëåìåíòû Th è çàäà-
íèåì êîíå÷íîãî ýëåìåíòà (T,Π,Σ) îäíîãî è òîãî æå òèïà äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ ðàçáèåíèÿ

Vh = {v : Ω → R, : v|T ∈ Π(T ), ∀T ∈ Th}.

Áàçèñíûå ôóíêöèè {ψi} i = 1,m ïðîñòðàíñòâà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ Vh ñòðîÿòñÿ ïî ôóíêöèÿì
ôîðìû äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà T ∈ Th. Ïóñòü ñòåïåíü ñâîáîäû la ñîîòâåòñòâóåò óçëó a. Ïóñòü Ia
îáîçíà÷àåò èíäåêñû ýëåìåíòîâ îáëàñòè, äëÿ êîòîðûõ a ÿâëÿåòñÿ óçëîì. Ïóñòü Lai äëÿ êàæäîãî
i ∈ Ia îáîçíà÷àåò ôóíêöèþ ôîðìû íà ýëåìåíòå Ti, ñîîòâåòñòâóþùóþ ñòåïåíè ñâîáîäû la. Òîãäà
áàçèñíàÿ ôóíêöèÿ ψa ∈ Vh, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñòåïåíè ñâîáîäû la, îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

ψa(ξ) =

{
Lai (ξ), ãäå ξ ∈ Ti, i ∈ Ia
0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ çàäàíèÿ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ.

Ïðèìåð 5.1. Â R1 ýëåìåíòîì îáëàñòè ÿâëÿåòñÿ îòðåçîê. Ïóñòü T = [0, 1],Π = P1(T ) ïðîñòðàíñòâî
ëèíåéíûõ ôóíêöèé íà îòðåçêå ñ ðàçìåðíîñòüþ s = 2. Îïðåäåëèì Σ = {l1, l2} çíà÷åíèÿìè ôóíêöèé
p ∈ Π íà êîíöàõ îòðåçêà, ò.å. l1(p) = p(0) è l2(p) = p(1). Òîãäà ôóíêöèè ôîðìû ïðîñòðàíñòâà
Π îïðåäåëÿþòñÿ îäíîçíà÷íî, êàê L1(x) = 1 − x, L2(x) = x. Â îáùåì ñëó÷àå, êîãäà T = [a, b],
Π = Pn(T ) � ïðîñòðàíñòâî ïîëèíîìîâ ñòåïåíè ≤ n ñ ðàçìåðíîñòüþ ïðîñòðàíñòâà s = n+1, òîãäà
ìíîæåñòâî ñòåïåíåé ñâîáîäû Σ = {l1, l2, . . . , ln+1} ìîæíî çàäàòü êàê li(p) = p(a+(b−a)(i−1)/(n+
1)), i = 1, n+ 1.

Ïðèìåð 5.2. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé R2, ýëåìåíòîì îáëàñòè ïîëàãàåì òðåóãîëüíèê T . Ïóñòü Π =
P1(T ) = span{1, x, y} ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ ôóíêöèé íà òðåóãîëüíèêå ñ ðàçìåðíîñòüþ s = 3, Σ
îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèÿìè ôóíêöèé p ∈ Π â s òî÷êàõ, ïðèíàäëåæàùèõ òðåóãîëüíèêó Σ = {p(ai) :
ai ∈ T, i = 1, s}. Ðàçëè÷íûé âûáîð òî÷åê ai ïðèâîäèò ê ðàçëè÷íûì òèïàì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Â
÷àñòíîñòè,

• Åñëè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû ÿâëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ â âåðøèíàõ òðåóãîëüíèêà (ýëåìåíò Êóðàí-

òà), òîãäà ôóíêöèÿ p ∈ Π íà ñòîðîíå òðåóãîëüíèêà T , îáùåé ñ òðåóãîëüíèêîì T̃ , îäíîçíà÷íî
îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèÿìè íà êîíöàõ ñòîðîíû è ñîâïàäàåò âäîëü ýòîé ñòîðîíû ñ ôóíêöèåé
p̃ ∈ Π̃, îïðåäåëåííîé íà òðåóãîëüíèêå T̃ . Òàêèì îáðàçîì, ïðîñòðàíñòâî P1-ýëåìåíòîâ áóäåò
ñîñòîÿòü èç íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, ò.å. Vh ⊂ C0(Ω). Ïðîñòðàíñòâî P1-ýëåìåíòîâ ÿâëÿåò-
ñÿ êîíôîðìíûì, ñõåìàòè÷åñêîå èçîáðàæåíèå P1-ýëåìåíòà ïðåäñòàâëåíî íà Ðèñ. 1 (Lineares
Dreieckelement).

• Åñëè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû ÿâëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ â ñåðåäèíàõ ñòîðîí òðåóãîëüíèêà (ýëåìåíò
Êðóçåå-Ðàâüÿðà), òîãäà ôóíêöèÿ p ∈ Π íà ñòîðîíå òðåóãîëüíèêà T , îáùåé ñ òðåóãîëü-
íèêîì T̃ , íåîäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèåì â ñðåäíåé òî÷êå è ñîâïàäàåò ñ ôóíêöèåé
p̃ ∈ Π̃, îïðåäåëåííîé íà òðåóãîëüíèêå T̃ , òîëüêî â ñðåäíåé òî÷êå. Òàêèì îáðàçîì, ïðî-
ñòðàíñòâî ýëåìåíòîâ Êðóçåå-Ðàâüÿðà áóäåò ñîñòîÿòü èç ðàçðûâíûõ ôóíêöèé. Ïðîñòðàíñòâî
ýëåìåíòîâ Êðóçåå-Ðàâüÿðà ÿâëÿåòñÿ íåêîíôîðìíûì.

Ïðèìåð 5.3. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé R2, ýëåìåíòîì îáëàñòè ïîëàãàåì òðåóãîëüíèê T . Π = P2(T ) =
span{1, x, y, x2, y2, xy} ïðîñòðàíñòâî êâàäðàòè÷íûõ ôóíêöèé íà òðåóãîëüíèêå c ðàçìåðíîñòüþ
s = 6, Σ îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèÿìè ôóíêöèé èç Π â s òî÷êàõ, ïðèíàäëåæàùèõ òðåóãîëüíèêó. Åñ-
ëè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû ÿâëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ â âåðøèíàõ òðåóãîëüíèêà è â ñåðåäèíàõ ñòîðîí, òîãäà
ôóíêöèÿ p ∈ Π íà ñòîðîíå òðåóãîëüíèêà T , îáùåé ñ òðåóãîëüíèêîì T̃ , îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ
çíà÷åíèÿìè íà êîíöàõ ñòîðîíû è â åå ñðåäíåé òî÷êå è ñîâïàäàåò âäîëü ýòîé ñòîðîíû ñ ôóíê-
öèåé p̃ ∈ Π̃, îïðåäåëåííîé íà òðåóãîëüíèêå T̃ . Òàêèì îáðàçîì, ïðîñòðàíñòâî P2-ýëåìåíòîâ áóäåò
ñîñòîÿòü èç íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé Vh ⊂ C0(Ω) è áóäåò ÿâëÿòüñÿ êîíôîðìíûì. Ñõåìàòè÷åñêîå
èçîáðàæåíèå P2-ýëåìåíòà ïðåäñòàâëåíî íà Ðèñ. 1 (Quadratisches Dreieckelement).
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Ðèñ. 1: Ïðèìåðû êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ.

5.2.1 Ïîñòðîåíèå ôóíêöèé ôîðìû äëÿ ëèíåéíîãî òðåóãîëüíîãî êîíå÷íîãî ýëåìåíòà

Ðàññìîòðèì P1-ýëåìåíò íà òðåóãîëüíèêå T ñ âåðøèíàìè ai = (xi, yi), i = 1, 3. Ïîëàãàåì îáõîä
âåðøèí òðåóãîëüíèêà ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè. Ìíîãî÷ëåíû ïåðâîé ñòåïåíè íà òðåóãîëüíèêå îä-
íîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ çíà÷åíèÿìè ôóíêöèé â âåðøèíàõ Σ = {p(ai), i = 1, 3}. Äåéñòâèòåëüíî,
ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ ïðîñòðàíñòâà p ∈ P1(T ) ìîæíî ðàçëîæèòü ïî áàçèñó Li(x, y) â ñëåäóþ-
ùåì âèäå

∀p ∈ Π p(x, y) = p(a1)L1(x, y) + p(a2)L2(x, y) + p(a3)L3(x, y).

Âîçüìåì â êà÷åñòâå ôóíêöèé p(x, y) áàçèñíûå ôóíêöèè {x, y, 1} ïðîñòðàíñòâà P1(R2) è ïîñòðîèì
ñ èõ ïîìîùüþ ôóíêöèè ôîðìû íà òðåóãîëüíèêå T . Ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ
ôóíêöèé ôîðìû xy

1

 =

x1 x2 x3
y1 y2 y3
1 1 1

L1(x, y)
L2(x, y)
L3(x, y)

 .

Ïðèìåíÿÿ ïðàâèëî Êðàìåðà äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè ξ = (x, y) èìååì

L1(ξ) =
S(∆ξa2a3)

S(T )
, L2(ξ) =

S(∆a1ξa3)

S(T )
, L3(ξ) =

S(∆a1a2ξ)

S(T )
,

ãäå

S(T ) =
1

2
det

x1 x2 x3
y1 y2 y3
1 1 1

.
Îòìåòèì ñâîéñòâà ôóíêöèé ôóíêöèé:

• Li ∈ P1(T );

• 0 ≤ Li(ξ) ≤ 1, ξ ∈ T ;

• Li(aj) = δij , i, j = 1, 3;
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•
3∑
i=1

Li(ξ) = 1.

Ïîñòðîåííûå ôóíêöèè ôîðìû èìåþò ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ: îíè ÿâëÿþòñÿ áàðèöåí-
òðè÷åñêèìè êîîðäèíàòàìè ïðîèçâîëüíîé òî÷êè ξ ∈ T îòíîñèòåëüíî âåðøèí òðåóãîëüíèê ai

T = {ξ = a1λ1(ξ) + a2λ2(ξ) + a3λ3(ξ) : 0 ≤ λi ≤ 1,

3∑
i=1

λi = 1},

ãäå λi(x, y) = Li(x, y). Îòìåòèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà áàðèöåíòðè÷åñêèõ êîîðäèíàò, êîòîðûå áóäóò
èñïîëüçîâàòüñÿ ïðè ïîñòðîåíèè ôóíêöèé ôîðìû äëÿ Pn-ýëåìåíòîâ, n > 1,

• ïðè λi = 1 áàðèöåíòðè÷åñêèå êîîðäèíàòû çàäàþò âåðøèíó ai;

• ïðè λi = 0 áàðèöåíòðè÷åñêèå êîîðäèíàòû çàäàþò òî÷êè ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà, ïðîòèâîëå-
æàùåé âåðøèíå ai;

• ïðè λi = 0.5 áàðèöåíòðè÷åñêèå êîîðäèíàòû çàäàþò òî÷êè ñðåäíåé ëèíèè, ïðîòèâîëåæàùåé
âåðøèíå ai.

Òåîðåìà 5.2. Ïóñòü T ÿâëÿåòñÿ d-ñèìïëåêñîì ñ âåðøèíàìè ai, i = 1, . . . , d + 1 (âûïóêëàÿ

îáîëî÷êà òî÷åê ai, íå ïðèíàäëåæàùèõ ãèïåðïëîñêîñòè). Òîãäà äëÿ çàäàííîãî öåëîãî n ≥ 0 âñÿêèé
ìíîãî÷ëåí p ∈ Pn(T ) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèìè çíà÷åíèÿìè íà ìíîæåñòâå{

ξ =

d+1∑
i=1

λiai, λi ∈
{
0,

1

n
, . . .

n− 1

n
, 1

}
,

d+1∑
i=1

λi = 1

}
.

Óñëîâèÿì Òåîðåìû 5.2 ñîîòâåòñòâóþò òðåóãîëüíûå êîíå÷íûå ýëåìåíòû ïðè d = 2, íàïðèìåð íà
Ðèñ. 1 (Lineares Dreieckelement, Quadratisches Dreieckelement, Kubisches Dreieckelement), à òàêæå
òåòðàýäðàëüíûå êîíå÷íûå ýëåìåíòû ïðè d = 3.

5.2.2 Àôèííûå ñåìåñòâà òðåóãîëüíûõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çàäàíî ñåìåéñòâî òðåóãîëüíûõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ (T,Π,Σ), îòëè÷èå ìåæ-
äó êîòîðûìè òîëüêî â çàäàíèè ýëåìåíòà T . Öåëüþ ÿâëÿåòñÿ ïîèñê íàèáîëåå ïðîñòîãî îïèñàíèÿ
òàêîãî ñåìåéñòâà. Ïðàêòè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ è àíàëèç ìåòîäà çíà÷èòåëüíî óïðîùàåòñÿ, åñëè âñå
êîíå÷íûå ýëåìåíòû, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçáèåíèþ îáëàñòè, ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû èç îäíîãî òè-
ïîâîãî ýëåìåíòà.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç T̂ òèïîâîé òðåóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè â1 = (0, 0), â2 = (1, 0), â3 = (0, 1). Ïðî-
èçâîëüíûé òðóãîëüíèê T ìîæåò áûòü ïîëó÷åí èç òèïîâîãî òðåóãîëüíèêà T̂ ñ ïîìîùüþ àôèííîãî
ïðåîáðàçîâàíèÿ F

FT : T̂ → T, FT (ξ̂) = BT ξ̂ + dT ,

ãäå BT = (b1, b2) ∈ R2×2, dT ∈ R2. Ìàòðèöà BT è âåêòîð dT îïðåäåëÿþòñÿ èç óñëîâèÿ ñîîòâåòñòâèÿ
âåðøèí FT (âi) = ai, i = 1, 3. Èìååì

FT (â1) = dT ⇒ dT = a1,

FT (â2) = b1 + dT ⇒ b1 = a2 − a1,

FT (â3) = b2 + dT ⇒ b2 = a3 − a1.

Òîãäà ìàòðèöà BT = (a2 − a1, a3 − a1). Ìàòðèöà BT ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííîé, òàê êàê detBT =
2S(T ), ñëåäîâàòåëüíî ñóùåñòâóåò îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå F−1

T : T → T̂ .
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Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó ξ̂ íà òèïîâîì ýëåìåíòå, áàðèöåíòðè÷åñêèå êîîðäèíàòû êîòîðîé
îáîçíà÷è ÷åðåç λ̂1, λ̂2, λ̂3. Òîãäà èìååì, ÷òî

FT (ξ̂) = FT

(
3∑
i=1

λ̂iâi

)
=

3∑
i=1

λ̂iFT (âi) =

3∑
i=1

λ̂iai,

ò.å. ïðåîáðàçîâàíèå FT íå èçìåíÿåò áàðèöåíòðè÷åñêèå êîîðäèíàòû òî÷åê òðåóãîëüíèêà.
Âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó òî÷êàìè ìíîæåñòâ T̂ è T ïîçâîëÿåò àññîöèèðîâàòü

ïðîñòðàíñòâî ΠT ñ ïðîñòðàíñòâîì Π̂

ΠT = {p : T → R; p = p̂ ◦ F−1
T , p̂ ∈ Π̂}.

Äðóãèìè ñëîâàìè, âìåñòî îïèñàíèÿ ñåìåéñòâà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ äàííûìè (T , Π(T ), Σ(T )) äëÿ
êàæäîãî ýëåìåíòà äîñòàòî÷íî çàäàòü îäèí òèïîâîé êîíå÷íûé ýëåìåíò (T̂ , Π̂(T̂ ), Σ̂(T̂ )) è àôèí-
íûå îòîáðàæåíèÿ FT äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà. Ãîâîðÿò òîãäà, ÷òî ïðîèçâîëüíûé êîíå÷íûé ýëåìåíò
(T,Π,Σ) àôèííî-ýêâèâàëåíòåí òèïîâîìó êîíå÷íîìó ýëåìåíòó (T̂ , Π̂, Σ̂) è îïðåäåëÿåòñÿ ïðåîáðà-
çîâàíèåì FT . Ñåìåéñòâî òðåóãîëüíûõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ÿâëÿåòñÿ àôôèíûì ñåìåéñòâîì, òàê
êàê âñå åãî ýëåìåíòû àôèííî-ýêâèâàëåíòíû îäíîìó êîíå÷íîìó ýëåìåíòó. Òàêàÿ ñâÿçü ÿâëÿåòñÿ
ñóùåñòâåííîé äëÿ ðåàëèçàöèè è àíàëèçà ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Âû÷èñëåíèÿ êîýôôèöèåí-
òîâ ëèíåéíîé ñèñòåìû Az = b, ïðåäñòàâëÿþùåé äèñêðåòíóþ çàäà÷ó, ïðîèçâîäèòñÿ íà òèïîâîì
êîíå÷íîì ýëåìåíòå, à íå íà îáùåì êîíå÷íîì ýëåìåíòå.

Çàäàíèÿ

Çàäàíèå 5.1 (òåîðèÿ). Ïîñòðîèòü áàçèñíûå ôóíêöèè äëÿ P1-ýëåìåíòà íà òèïîâîì òðåóãîëüíèêå
T̂ ñ âåðøèíàìè (0, 0), (1, 0) è (0, 1).

Çàäàíèå 5.2 (òåîðèÿ). Ïîñòðîèòü áàçèñíûå ôóíêöèè äëÿ P2-ýëåìåíòà, ãäå

Σ = {p(a1), p(a2), p(a3), p(a12), p(a13), p(a23)},

ai � âåðøèíû òðåóãîëüíèêà, aij = (ai + aj)/2 äëÿ i ̸= j. Áàçèñíûå ôóíêöèè ñòðîÿòñÿ èç óñëîâèé

Li(aj) = δij , aj ∈ {a1, a2, a3, a12, a13, a23}

è âûðàæàþòñÿ ÷åðåç áàðèöåíòðè÷åñêèå êîîðäèíàòû òðåóãîëüíèêà. Íàïðèìåð,

L1(x, y) = λ1(λ1 − 0.5)2 = λ1(2λ1 − 1).

Çàäàíèå 5.3 (òåîðèÿ). Ïîñòðîèòü áàçèñíûå ôóíêöèè äëÿ P3-ýëåìåíòà, ãäå

Σ = {p(a1), p(a2), p(a3), p(a112), p(a113), p(a221), p(a223), p(a331), p(a332), p(a123)},

ai � âåðøèíû òðåóãîëüíèêà, aiij = (2ai + aj)/3 äëÿ i ̸= j è a123 = (a1 + a2 + a3)/3. Áàçèñíûå
ôóíêöèè ñòðîÿòñÿ èç óñëîâèé

Li(aj) = δij , aj ∈ {a1, a2, a3, a112, a113, a221, a223, a331, a332, a123}

è âûðàæàþòñÿ ÷åðåç áàðèöåíòðè÷åñêèå êîîðäèíàòû òðåóãîëüíèêà. Íàïðèìåð,

L1(x, y) =
9

2
λ1(λ1 −

1

3
)(λ1 −

2

3
) = λ1(3λ1 − 1)(3λ1 − 2)/2.

Çàäàíèå 5.4 (òåîðèÿ). Ïîñòðîèòü áàçèñíûå ôóíêöèè äëÿ P1-ýëåìåíòà íà òèïîâîì òåòðàýäðå T̂
ñ âåðøèíàìè (0, 0, 0), (1, 0, 0), (0, 1, 0) è (0, 0, 1).
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Çàäàíèå 5.5 (ïðàêòèêà). Èçîáðàçèòü ãðàôè÷åñêè áàçèñíûå ôóíêöèè äëÿ P3-ýëåìåíòà íà òè-
ïîâîì òðåóãîëüíèêå T̂ ñ âåðøèíàìè (0, 0), (1, 0) è (0, 1). Áàçèñíûå ôóíêöèè äëÿ P3-ýëåìåíòà
ñòðîÿòñÿ â Çàäàíèè 5.3 ÷åðåç áàðèöåíòðè÷åñêèå êîîðäèíàòû ïðîèçâîëüíîãî òðåóãîëüíèêà. Áà-
ðèöåíòðè÷åñêèå êîîðäèíàòû òðåóãîëüíèêà ñîâïàäàþò ñ áàçèñíûìè ôóíêöèÿìè äëÿ P1-ýëåìåíòà
λi(x, y) = Li(x, y), i = 1, 3. Áàçèñíûå ôóíêöèè äëÿ P1-ýëåìåíòà íà òèïîâîì òðåóãîëüíèêå ñòðî-
ÿòñÿ â Çàäàíèè 5.1.

Çàäàíèå 5.6 (ïðàêòèêà). Èçîáðàçèòü ãðàôè÷åñêè áàçèñíûå ôóíêöèè äëÿ P3-ýëåìåíòà íà ïðîèç-
âîëüíîì òðåóãîëüíèêå T . Èñïîëüçóéòå ðåçóëüòàò ïðåäûäóùåãî çàäàíèÿ, à òàêæå àôèííîå ïðåîá-
ðàçîâàíèå FT (ξ̂) òèïîâîãî òðåãîëüíèêà â ïðîèçâîëüíûé òðåóãîëüíèê, ñì. ðàçäåë 5.2.2.
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