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1 Ââåäåíèå

2 Èíòåãðàëüíàÿ ôîðìóëèðîâêà ýëëèïòè÷åñêîé êðàåâîé çàäà÷è âòî-

ðîãî ïîðÿäêà

3 Ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà

4 Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ âàðèàöèîííîé çàäà-

÷è

Îïðåäåëåíèå 4.1. Ïóñòü H � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî. Ëèíåéíàÿ ôîðìà < l, v >: H → R
íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé, åñëè ∃C > 0, ÷òî

| < l, v > | ≤ C||v||H ∀v ∈ H.

Áèëèíåéíàÿ ôîðìà a : H ×H → R íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé, åñëè ∃C > 0, ÷òî

|a(u, v)| ≤ C||u||H ||v||H ∀u, v ∈ H.

Îïðåäåëåíèå 4.2. Ïóñòü H � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî. Áèëèíåéíàÿ ôîðìà íàçûâàåòñÿ ýë-
ëèïòè÷åñêîé (H-ýëëèïòè÷åñêîé), åñëè ∃α > 0, ÷òî

a(v, v) ≥ α||v||2H ∀v ∈ H.

Ýëëèïòè÷åñêàÿ áèëèíåéíàÿ ôîðìà ïîðîæäàåò ýíåðãåòè÷åñêóþ íîðìó â ïðîñòðàíñòâå H

||v||a :=
√
a(v, v).

Ýíåðãåòè÷åñêàÿ íîðìà, ïîðîæäåííàÿ íåïðåðûâíîé ýëëèïòè÷åñêîé áèëèíåéíîé ôîðìîé, ýêâè-
âàëåíòíà íîðìå ïðîñòðàíñòâà H

√
α||v||H ≤ ||v||a ≤

√
C||v||H .

Îòìåòèì, ÷òî ýêâèâàëåíòíûå íîðìû ïîðîæäàþò îäèíàêîâóþ òîïîëîãèþ â ïðîñòðàíñòâå H:

• åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ ñõîäèòñÿ ê ýëåìåíòó u â îäíîé íîðìå, òîãäà ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü ñõîäèòñÿ ê ýòîìó æå ýëåìåíòó â ýêâèâàëåíòíîé íîðìå;

• åñëè ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì, òî îíî òàêæå ïîëíîå îòíîñèòåëüíî ýíåðãåòè÷åñêîé
íîðìû;

• åñëè ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë îãðàíè÷åí, òî îí îãðàíè÷åí òàêæå â ýíåðãåòè÷åñêîé íîðìå.

Ëåììà 4.1 (Ëàêñà-Ìèëüãðàìà î ñóùåñòâîâàíèè åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ). Ïóñòü V � çàìêíóòîå

âûïóêëîå ïîäïðîñòðàíñòâî ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà H è a : H × H → R � íåïðåðûâíàÿ

ýëëèïòè÷åñêàÿ áèëèíåéíàÿ ôîðìà. Òîãäà ∀l ∈ H ′, ãäå H ′ � ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ ëèíåéíûõ

ôóíêöèîíàëîâ íà H, çàäà÷à ìèíèìèçàöèè

min

{
1

2
a(v, v)− < l, v > | v ∈ V

}
èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.
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Çàìå÷àíèå 4.1. Â ñëó÷àå, êîãäà V = H, âûïîëíåíèå óñëîâèé ëåììû Ëàêñà-Ìèëüãðàìà 4.1 ãàðàí-
òèðóþò ñóùåñòâîâàíèå åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ u ∈ H âàðèàöèîííûõ óðàâíåíèé

a(u, v) =< l, v > ∀v ∈ H

äëÿ êàæäîãî l ∈ H ′. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà a(u, v) := (u, v)0, áèëèíåéíàÿ ôîðìà ÿâëÿåòñÿ
íåïðåðûâíîé è ýëëèïòè÷íîé, ñëåäîâàòåëüíî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ôóíêöèÿ u ∈ H, ÷òî

(u, v)0 =< l, v > ∀v ∈ H

äëÿ êàæäîãî l ∈ H ′. Òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîåíî îòîáðàæåíèå H ′ → H, ãäå ëèíåéíîìó ôóíêöèîíà-
ëó l ïîñòàâëåíà â ñîîòâåòñòâèå åäèíñòâåííàÿ ôóíêöèÿ u. Ïîñòðîåííîå îòîáðàæåíèå íàçûâàåòñÿ
êàíîíè÷åñêèì ïðåäñòàâëåíèåì ôóíêöèîíàëà.

Çàìå÷àíèå 4.2. Â Òåîðåìå 2.2 ñôîðìóëèðîâàíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ
çàäà÷è ìèíèìèçàöèè â áîëåå øèðîêîì ëèíåéíîì (âåêòîðíîì) ïðîñòðàíñòâå. Ïîýòîìó îãðàíè÷å-
íèÿ íà áèëèíåéíóþ ôîðìó è ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë â Òåîðåìå 2.2 ÿâëÿþòñÿ áîëåå ñëàáûìè, ÷åì
äëÿ Òåîðåìû Ëàêñà-Ìèëüãðàìà 4.1. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è ìè-
íèìèçàöèè â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå áèëèíåéíàÿ ôîðìà a(u, v) äîëæíà áûòü ñèììåòðè÷íîé è
ïîëîæèòåëüíîé, ôóíêöèîíàë l(v) ëèíåéíûì.

4.1 Îäíîðîäíàÿ çàäà÷à Äèðèõëå

Äëÿ îäíîðîäíîé çàäà÷è Äèðèõëå

Lu = f x ∈ Ω (1)

u = 0 x ∈ ∂Ω, (2)

ãäå

Lu = −
n∑

i,k=1

∂i (aik(x)∂ku(x)) + c(x)u(x)

âàðèàöèîííàÿ çàäà÷à èìååò ñëåäóþùèé âèä (ñì. ïîäðàçäåë 2.1.1):
Íàéòè u ∈ V òàêóþ, ÷òî

a(u, v) = l(v) ∀v ∈ V, (3)

ãäå

a(u, v) =

∫
Ω

 n∑
i,k=1

aik∂ku∂iv + uv

 dx, (4)

< l, v >=

∫
Ω
fvdx. (5)

Â ïîäðàçäåëå 2.1.1 ïðîñòðàíñòâî V îïðåäåëåíî, êàê V = {v : v ∈ C2(Ω) ∩ C0(Ω̄), v = 0 íà ∂Ω}.

Òåîðåìà 4.1. Ïóñòü V = H1
0 (Ω), f ∈ L2(Ω), c ≥ 0 è áèëèíåéíàÿ ôîðìà (4) ÿâëÿåòñÿ ðàâíî-

ìåðíî ýëëèïòè÷åñêîé
n∑

i,k=1

aik∂kv∂iv ≥ α
∑
i

(∂iv)
2

äëÿ âàðèàöèîííîé çàäà÷è (3)�(5). Òîãäà îäíîðîäíàÿ çàäà÷à Äèðèõëå (1)�(2) èìååò åäèíñòâåííîå

îáîáùåííîå ðåøåíèå u ∈ H1
0 (Ω).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ëåììå Ëàêñà-Ìèëüãðàìà 4.1 íåîáõîäèìî ïîêàçàòü, ÷òî áèëèíåéíàÿ
ôîðìà (4) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé è ýëëèïòè÷åñêîé â H1

0 (Ω), à ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë (5) ÿâëÿåòñÿ
íåïðåðûâíûì â H1

0 (Ω).

1. Ïîêàæåì, ÷òî áèëèíåéíàÿ ôîðìà (4) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé â H1
0 (Ω). Ïóñòü

c̃ := sup
{
|aik(x)|;x ∈ Ω, i, k = 1, n

}
.

∣∣∣∣∣∣
∫
Ω

 n∑
i,k=1

aik∂ku∂iv

 dx

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
n∑

i,k=1

∫
Ω
[aik∂ku∂iv] dx

∣∣∣∣∣∣ ≤
n∑

i,k=1

∣∣∣∣∫
Ω
[aik∂ku∂iv] dx

∣∣∣∣
≤ c̃

n∑
i,k=1

∣∣∣∣∫
Ω
∂ku∂ivdx

∣∣∣∣ í-âî Áóíÿêîâñêîãî→

≤ c̃
n∑

i,k=1

[∫
Ω
(∂ku)

2 dx

]1/2 [∫
Ω
(∂iv)

2 dx

]1/2 ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ→

= c̃
n∑

k=1

[∫
Ω
(∂ku)

2 dx

]1/2 n∑
i=1

[∫
Ω
(∂iv)

2 dx

]1/2
í-âî Êîøè→

≤ c̃

[
n∑

k=1

12

]1/2 [ n∑
k=1

∫
Ω
(∂ku)

2 dx

]1/2 [ n∑
i=1

12

]1/2 [ n∑
i=1

∫
Ω
(∂iv)

2 dx

]1/2

= c̃n|u|1|v|1.

|a(u, v)| ≤ c̃n|u|1|v|1 + c||u||0||v||0
í-âî Ôðèäðèõñà→

≤ c̃n|u|1|v|1 + cs2|u|1|v|1 ≤ C|u|1|v|1.

Ñëåäîâàòåëüíî, áèëèíåéíàÿ ôîðìà (4) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé â H1
0 (Ω).

2. Ïîêàæåì, ÷òî áèëèíåéíàÿ ôîðìà (4) ÿâëÿåòñÿ ýëëèïòè÷åñêîé â ïðîñòðàíñòâå H1
0 (Ω).

a(v, v) ≥
∫
Ω

 n∑
i,k=1

aik∂ku∂iv

 dx
ñâîéñòâî ðàâíîìåðíîé ýëëèïòè÷íîñòè→

≥
∫
Ω

[
α
∑
i

(∂iv)
2

]
dx = α|v|21.

Áèëèíåéíàÿ ôîðìà (4) ÿâëÿåòñÿ ýëëèïòè÷åñêîé â H1
0 (Ω).

3. Ïîêàæåì íåïðåðûâíîñòü ëèíåéíîé ôîðìû (5) â H1
0 (Ω).

| < l, v > | =

∣∣∣∣∫
Ω
fvdx

∣∣∣∣ í-âî Áóíÿêîâñêîãî→

≤ ||f ||0||v||0
í-âî Ôðèäðèõñà→

≤ c|v|1.

Ëèíåéíàÿ ôîðìà (5) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé â H1
0 (Ω).
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Ñîãëàñíî ëåììå Ëàêñà-Ìèëüãðàìà 4.1 îäíîðîäíàÿ çàäà÷à Äèðèõëå (1)�(2) èìååò åäèíñòâåííîå
îáîáùåííîå ðåøåíèå â H1

0 (Ω). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Îïðåäåëåíèå 4.3. Ôóíêöèÿ u ∈ H1
0 (Ω) íàçûâàåòñÿ îáîáùåííûì (ñëàáûì) ðåøåíèåì îä-

íîðîäíîé çàäà÷è Äèðèõëå (1)�(2) åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì âàðèàöèîííîé çàäà÷è (3)�(5) â
ïðîñòðàíñòâå V = H1

0 (Ω).

Îáîáùåííîå ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ïîíÿòèÿ êëàññè÷åñêèõ ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé. Ýòî ïîíÿòèå âîçíèêëî â ñâÿçè ñ ìíîãèìè çàäà÷àìè ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè,
êîãäà ïîä ðåøåíèÿìè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïîòðåáîâàëîñü ïîíèìàòü ôóíêöèè, íå èìå-
þùèå äîñòàòî÷íîãî ÷èñëà ïðîèçâîäíûõ.

Ïîíÿòèå îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ íå ïðîòèâîðå÷èò ïîíÿòèþ êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ.

Òåîðåìà 4.2. Êàæäîå îáîáùåííîå ðåøåíèå u ∈ H1
0 (Ω) çàäà÷è Äèðèõëå (1)�(2), äëÿ êîòîðîãî

u ∈ C2(Ω) ∩ C0(Ω̄), ÿâëÿåòñÿ òàêæå êëàññè÷åñêèì ðåøåíèåì çàäà÷è Äèðèõëå.

Â äàëüíåéøåì ïîëàãàåì, ÷òî îáîáùåííîå ðåøåíèå ëþáîé ýëëèïòè÷åñêîé êðàåâîé çàäà÷è (íå
òîëüêî îäíîðîäíîé çàäà÷è Äèðèõëå) � ýòî ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé âàðèàöèîííîé çàäà÷è â
íåêîòîðîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå.

Ïðèìåð 4.1. Ðàññìîòðèì îäíîðîäíóþ çàäà÷ó Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà

−
n∑

i=1

∂2
i u(x) = 0 x ∈ Ω

u = 0 x ∈ ∂Ω.

Ïóñòü V = H1
0 (Ω). Ñîîòâåòñòâóþùàÿ áèëèíåéíàÿ ôîðìà

a(u, v) :=

∫
Ω

[
n∑

i=1

∂iu∂iv

]
dx

ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî ýëëèïòè÷åñêîé (α = 1), f ≡ 0, c = 0 ñëåäîâàòåëüíî îäíîðîäíàÿ çàäà÷à
Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà èìååò åäèíñòâåííîå îáîáùåííîå ðåøåíèå â H1

0 (Ω). Åñëè V =
H1(Ω), òî ñâîéñòâî ýëëèïòè÷íîñòè äëÿ áèëèíåéíîé ôîðìû íå âûïîëíÿåòñÿ, ò.ê. äëÿ v = const
èìååì, ÷òî a(v, v) = 0. Ñîãëàñíî ëåììå Ëàêñà-Ìèëüãðàìà 4.1 âàðèàöèîííàÿ çàäà÷à ìîæåò íå áûòü
îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìîé.

4.2 Çàäà÷à Íåéìàíà

Äëÿ çàäà÷è Íåéìàíà

Lu = f x ∈ Ω (6)∑
i,k

niaik∂ku = gN x ∈ ∂Ω (7)

âàðèàöèîííàÿ çàäà÷à èìååò ñëåäóþùèé âèä (ñì. ïîäðàçäåë 2.1.3):
Íàéòè u ∈ V òàêóþ, ÷òî

a(u, v) =< l, v > ∀v ∈ V, (8)

ãäå

a(u, v) =

∫
Ω

 n∑
i,k=1

aik∂ku∂iv + cuv

 dx, (9)
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< l, v >=

∫
Ω
fvdx+

∫
∂Ω

gNvds. (10)

Côîðìóëèðóåì ðåçóëüòàò îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè â îáîáùåííîì ñìûñëå äëÿ çàäà÷è Íåéìàíà,
àíàëîãè÷íûé Òåîðåìå 4.1.

Òåîðåìà 4.3. Ïóñòü V = H1(Ω), f ∈ L2(Ω), gN ∈ L2(∂Ω), c(x) ≥ β > 0 è áèëèíåéíàÿ ôîðìà (9)

ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî ýëëèïòè÷åñêîé

n∑
i,k=1

aik∂kv∂iv ≥ α
∑
i

(∂iv)
2 .

Òîãäà çàäà÷à Íåéìàíà (6)�(7) èìååò åäèíñòâåííîå îáîáùåííîå ðåøåíèå â H1(Ω), ò.å. åäèíñòâåí-
íîå ðåøåíèå âàðèàöèîííîé çàäà÷è (8)�(10) ïðè V = H1(Ω).

Äîêàçàòåëüñòâî. Cîãëàñíî ëåììå Ëàêñà-Ìèëüãðàìà 4.1 íåîáõîäèìî ïîêàçàòü, ÷òî áèëèíåéíàÿ
ôîðìà (9) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé è ýëëèïòè÷åñêîé âH1(Ω), à ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë (10) ÿâëÿåòñÿ
íåïðåðûâíûì. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå Òåîðåìû 4.1 ïîêàçàíî, ÷òî áèëèíåéíàÿ ôîðìà (9) ÿâëÿåòñÿ
íåïðåðûâíîé â H1

0 (Ω)
|a(u, v)| ≤ C|u|1|v|1,

ñëåäîâàòåëüíî áèëèíåéíàÿ ôîðìà ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé â H1(Ω).

a(v, v) ≥
∫
Ω

 n∑
i,k=1

aik∂ku∂iv

 dx+ β||v||20
ñâîéñòâî ðàâíîìåðíîé ýëëèïòè÷íîñòè→

≥ α

∫
Ω

∑
i

(∂iv)
2 dx+ β||v||20

≥ min{α, β}||v||21.

Áèëèíåéíàÿ ôîðìà (9)ÿâëÿåòñÿ ýëëèïòè÷åñêîé â H1(Ω).

| < l, v > | =

∣∣∣∣∫
Ω
fvdx+

∫
∂Ω

gvds

∣∣∣∣ í-âî Áóíÿêîâñêîãî→

≤ ||f ||0||v||0 + ||g||0,∂Ω||v||0,∂Ω
í-âî Ôðèäðèõñà, Òåîðåìà î ñëåäå→

≤ c||v||1.

Ëèíåéíàÿ ôîðìà ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé â H1(Ω). Ñîãëàñíî ëåììå Ëàêñà-Ìèëüãðàìà 4.1 çàäà÷à
Íåéìàíà (6)�(7) èìååò åäèíñòâåííîå îáîáùåííîå ðåøåíèå â H1(Ω). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 4.3. Ïðè ïåðåõîäå îò êðàåâîé çàäà÷è ê âàðèàöèîííîé çàäà÷å óñëîâèå Íåéìàíà íå âëèÿ-
åò íà îïðåäåëåíèå ôóíêöèîíàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà òåñòîâûõ ôóíêöèé, íî èçìåíÿåò âàðèàöèîííûå
óðàâíåíèÿ. Óñëîâèå Íåéìàíà íàçûâàåòñÿ åñòåñòâåííûì óñëîâèåì â êîíòåêñòå âàðèàöèîííîé
ïîñòàíîâêè. Óñëîâèå Äèðèõëå âëèÿåò íà îïðåäåëåíèå ôóíêöèîíàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà è íàçûâà-
åòñÿ ñóùåñòâåííûì óñëîâèåì.

Ïðèìåð 4.2. Ðàññìîòðèì ñèòóàöèþ, êîãäà óñëîâèå c(x) ≥ β > 0 íå âûïîëíÿåòñÿ, ò.å. c(x) = 0.
Â ýòîì ñëó÷àå íåëüçÿ äîêàçàòü ýëëèïòè÷íîñòü áèëèíåéíîé ôîðìû (a(v, v) = 0 äëÿ v = const) è,
êàê ñëåäñòâèå, çàäà÷à Íåéìàíà íå áóäåò èìåòü åäèíñòâåííîå ðåøåíèå â H1(Ω).

5



Ëåêöèÿ 4, ÄÂ Ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, Ëàâðîâà Î.À. (ÌÌÔ ÁÃÓ), 2019

Ïóñòü çàäàíà çàäà÷à Íåéìàíà äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà

−∆u = f x ∈ Ω∑
i

ni∂iu = gN x ∈ ∂Ω.

Ñîîòâåòñòâóþùàÿ áèëèíåéíàÿ ôîðìà èìååò âèä

a(u, v) =

∫
Ω
∇u∇vdx, a(v, v) = |v|21.

Áèëèíåéíàÿ ôîðìà íå ÿâëÿåòñÿ ýëëèïòè÷åñêîé â H1(Ω). Íåïîñðåäñòâåííî èç êðàåâîé çàäà÷è
âèäíî, ÷òî ðåøåíèå îïðåäåëÿåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíòû. Äëÿ òîãî, ÷òîáû âàðèàöèîííàÿ çà-
äà÷à èìåëà åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, âìåñòî H1(Ω) ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâî áåç êîíñòàíò
V := {v ∈ H1(Ω) :

∫
Ω vdx = 0} (ôóíêöèè, îðòîãîíàëüíûå ïîñòîÿííîé ôóíêöèè â L2(Ω)). Òîãäà

ñóùåñòâóåò àíàëîã íåðàâåíñòâà Ôðèäðèõñà äëÿ ôóíêöèé èç H1(Ω)

∀v ∈ H1(Ω) ||v − v̄||1 ≤ c(Ω)|v|1, v̄ =

∫
Ω
v(x)dx/µ(Ω).

Èìååì, ÷òî áèëèíåéíàÿ ôîðìà ÿâëÿåòñÿ V -ýëëèïòè÷åñêîé, òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå îáîá-
ùåííîå ðåøåíèå íà V äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è Íåéìàíà.

4.3 Íåîäíîðîäíàÿ çàäà÷à Äèðèõëå, ñìåøàííàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à

Ïðèìåð 4.3. Äëÿ çàäà÷è Äèðèõëå ñ íåîäíîðîäíûì óñëîâèåì

−
n∑

i,k=1

∂i (aik(x)∂ku(x)) + c(x)u(x) = f x ∈ Ω

u = g x ∈ ∂Ω

â ïîäðàçäåëå 2.1.2 ïîñòðîåíà âàðèàöèîííàÿ çàäà÷à:
Íàéòè w ∈ V òàêóþ, ÷òî

a(w, v) =< l, v > ∀v ∈ V, (11)

ãäå

a(w, v) =

∫
Ω

 n∑
i,k=1

aik∂kw∂iv + cwv

 dx, (12)

< l, v >=

∫
Ω
fvdx− a(u0, v). (13)

Ïîëàãàåì V = H1
0 (Ω) è u = w + u0 ∈ U = H1(Ω).

Äëÿ âàðèàöèîííîé çàäà÷è â ïðîñòðàíñòâå H1
0 (Ω) ïðèìåíèìà Òåîðåìà 4.1. À èìåííî, äëÿ îäíî-

çíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè âàðèàöèîííîé çàäà÷è äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèÿ, ÷òî f ∈ L2(Ω), c ≥ 0
è áèëèíåéíàÿ ôîðìà ðàâíîìåðíî ýëëèïòè÷åñêàÿ. Èç òðåáîâàíèÿ ïîëíîòû íåîáõîäèìî ïîëîæèòü
u0 ∈ C2(Ω) ∩ C0(Ω̄) ∩H1(Ω).

Ïðèìåð 4.4. Äëÿ êðàåâîé çàäà÷è ñî ñìåøàííûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

Lu = f x ∈ Ω

u = gD x ∈ ΓD,∑
i,k

niaik∂ku = gN x ∈ ΓN
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â ïîäðàçäåëå 2.1.4 ïîñòðîåíà âàðèàöèîííàÿ çàäà÷à:
Íàéòè w ∈ V òàêóþ, ÷òî

a(w, v) =< l, v > ∀v ∈ V, (14)

ãäå

a(w, v) =

∫
Ω

 n∑
i,k=1

aik∂kw∂iv + cwv

 dx, (15)

< l, v >=

∫
Ω
fvdx− a(u0, v) +

∫
ΓN

gNvds. (16)

Ïîëàãàåì V = H1(Ω) è u = w + u0 ∈ U = {v : v ∈ H1(Ω), v = gD íà ΓD}.
Àíàëîãè÷íî ðàññóæäåíèÿì â äîêàçàòåëüñòâå Òåîðåìû 4.3 ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ôóíöèîíàë (16)

ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì. Òîãäà èìååì, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé Òåîðåìû 4.3, êðàåâàÿ çàäà÷à ñî
ñìåøàííûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè áóäåò èìåòü åäèíñòâåííîå ðåøåíèå íà ïðîñòðàíñòâå H1(Ω).

Çàäàíèÿ

Çàäàíèå 4.1 (òåîðèÿ). Äëÿ êðàåâîé çàäà÷è

−(p(x)u′(x))′ + q(x)u(x) = f(x) x ∈ Ω = (0, 1)

u = 0 x ∈ ∂Ω

ãäå p(x) ∈ C1(Ω), p(x) ≥ p0 > 0, q(x) ∈ C(Ω), q(x) ≥ 0, f(x) ∈ C2(Ω), ïîñòðîèòü âàðèàöèîííóþ
ôîðìóëèðîâêó è ïîêàçàòü, ÷òî çàäà÷à èìååò åäèíñòâåííîå îáîáùåííîå ðåøåíèå â H1

0 (Ω).

Çàäàíèå 4.2 (òåîðèÿ). Çàäàíà ýëëèïòè÷åñêàÿ, íî íå ðàâíîìåðíî ýëëèïòè÷åñêàÿ áèëèíåéíàÿ ôîð-
ìà a : H1

0 ×H1
0 → R

a(u, v) :=

∫ 1

0
x2u′v′dx

è ôóíêöèîíàë

J(v) :=
1

2
a(v, v)−

∫ 1

0
vdx.

Íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå ìèíèìèçàöèè ôóíêöèî-
íàëà, è ïîêàçàòü, ÷òî ðåøåíèå u /∈ H1

0 , ò.å. |u|1 íå ñóùåñòâóåò (ñîîòâåòñòâóþùèé èíòåãðàë ðàñõî-
äèòñÿ).

Çàäàíèå 4.3 (òåîðèÿ). Äëÿ êðàåâîé çàäà÷è Äèðèõëå

−u′′ + εu = f x ∈ Ω = (0, 1)

u = 0 x ∈ ∂Ω,

èññëåäîâàòü âîïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ε.

Çàäàíèå 4.4 (ïðàêòèêà). Íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü êîíå÷íî-ýëåìåíòíîå ðåøåíèå äëÿ çàäà÷è Äè-
ðèõëå â åäèíè÷íîì êâàäðàòå èç Çàäàíèÿ 1.5 íà ÷åòûðåõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ñåòêàõ (ðàâíîìåðíîå
ðàçáèåíèå ïðè ïåðåõîäå îò ñåòêè ê ñåòêå) ñ èñïîëüçîâàíèåì ëèíåéíûõ òðåóãîëüíûõ ýëåìåíòîâ è
âû÷èñëèòü ýêñïåðèìåíòàëüíûå ïîðÿäêè ñõîäèìîñòè â L2-íîðìå è H1-íîðìå.
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1. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà â åäèíè÷íîì êâàäðàòå{
−∆u = f, (x, y) ∈ Ω = (0, 1)2

u = gD, (x, y) ∈ ∂Ω.

Äëÿ çàäàííîãî òî÷íîãî ðåøåíèÿ u(x, y) èç Çàäàíèÿ 1.2 (ïî âàðèàíòàì) ïîñòðîéòå çàäà÷ó
Äèðèõëå è ðåøèòå çàäà÷ó ñ ïîìîùüþ ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ íà ÷åòûðåõ ïîñëåäîâà-
òåëüíûõ ñåòêàõ (ðàâíîìåðíîå ðàçáèåíèå ïðè ïåðåõîäå îò ñåòêè ê ñåòêå). Ïðè ðåàëèçàöèè
ñðåäñòâàìè GUI PDEToolbox Matlab áóäåì èìåòü êîíå÷íî-ýëåìåíòíûå ðåøåíèÿ uhi íà ñî-
îòâåòñòâóþùèõ ñåòêàõ Ti, îïèñàííûõ ìàññèâàìè (pi, ei, ti), i = 1, 4.

2. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå äëÿ ôóíêöèè îøèáêè íà ñåòêå Ti

ei := u− uhi i = 1, 4.

Ïîëàãàåì, ÷òî Hm-íîðìà îøèáêè íà ïåðâîé ñåòêå e1 óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ

||e1||m = Chr1

äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû C è ïîðÿäêà ñõîäèìîñòè r ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, ãäå h1
îáîçíà÷àåò ìàêñèìàëüíóþ äëèíó ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà ñåòêè T1. Òàê êàê ñåòêà T2 ñòðîèòñÿ
ðàâíîìåðíûì ðàçáèåíèåì ñåòêè T1, òî äëÿ ôóíêöèè îøèáêè íà âòîðîé ñåòêå âûïîëíÿåòñÿ

||e2||m = C

(
h1
2

)r

.

Ðàçäåëèì ïåðâóþ îøèáêó íà âòîðóþ è ïîëó÷èì ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ ýêñïåðèìåíòàëü-
íîãî ïîðÿäêà ñõîäèìîñòè r12 ïðè ïåðåõîäå îò ïåðâîé ñåòêè êî âòîðîé

||e1||m
||e2||m

= 2r ⇒ r12 = log2
||e1||m
||e2||m

.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì âû÷èñëÿåòñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûé ïîðÿäîê ñõîäèìîñòè r23 ïðè ïåðå-
õîäå îò âòîðîé ñåòêè ê òðåòüåé

r23 = log2
||e2||m
||e3||m

.

Ýêñïåðèìåíòàëüíûå ïîðÿäêè ñõîäèìîñòè r12, r23, r34, íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü â L2-íîðìå
(m = 0) è H1-íîðìå (m = 1).

• Âû÷èñëåíèå L2-íîðìû (m = 0) îøèáêè îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

||ei||0 =
[∫

Ω
(u− uhi)

2dxdy

]1/2
, i = 1, 4.

Äëÿ ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà âîñïîëüçóåìñÿ êóáàòóðíîé ôîðìóëîé ñðåä-
íèõ

||ei||0 ≈ l2errori := sqrt(sum(area. ∗ (mu−mui).
2)) i = 1, 4,

ãäå area îáîçíà÷àåò âåêòîð ïëîùàäåé òðåóãîëüíèêîâ ñåòêè Ti, mu � âåêòîð çíà÷åíèé
ôóíêöèè u â ñåðåäèíàõ òðåóãîëüíûõ ýëåìåíòîâ ñåòêè, mui � âåêòîð çíà÷åíèé êîíå÷íî-
ýëåìåíòíîãî ðåøåíèÿ uhi â ñåðåäèíàõ òðåóãîëüíûõ ýëååìåíòîâ. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ area
ìîæíî èñïîëüçîâàòü âñòðîåííóþ ôóíêöèþ pdetrg(pi, ti), äëÿ âû÷èñëåíèÿ mui � âñòðî-
åííóþ ôóíêöèþ pdeintrp(pi, ti, ui).
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• Âû÷èñëåíèå H1-íîðìû (m = 1) îøèáêè îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

||ei||1 =
[∫

Ω

(
(u− uhi)

2 +∇(u− uhi)
2
)
dxdy

]1/2
i = 1, 4.

Äëÿ ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà âîñïîëüçóåìñÿ êóáàòóðíîé ôîðìóëîé ñðåä-
íèõ è ðåçóëüòàòîì âû÷èñëåíèÿ L2-íîðìû îøèáêè

||ei||1 ≈ h1errori := sqrt(l2error2i + sum(area. ∗
(
(mux−muxi).

2) + (muy −muyi).
2)
)
),

ãäå i = 1, 4, mux,muy � âåêòîðà çíà÷åíèé ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ ïî x è ïî y òî÷íîãî
ðåøåíèÿ u â ñåðåäèíàõ òðåóãîëüíûõ ýëåìåíòîâ ñåòêè Ti, muxi,muyi � âåêòîðà çíà-
÷åíèé ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ êîíå÷íî-ýëåìåíòíîãî ðåøåíèÿ uhi â ñåðåäèíàõ òðåóãîëü-
íûõ ýëåìåíòîâ. Äëÿ âû÷èñëåíèÿmuxi,muyi ìîæíî èñïîëüçîâàòü âñòðîåííóþ ôóíêöèþ
pdegrad(pi, ti, ui).

3. Ñðàâíèòå ïîëó÷åííûå ýêñïåðèìåíòàëüíûå ïîðÿäêè ñõîäèìîñòè r12, r23, r34, ïîñ÷èòàííûå â
L2- è H1-íîðìå, ñ òåîðåòè÷åñêèìè ðåçóëüòàòàìè.

Â òåîðèè ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ èçâåñòíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû

Òåîðåìà 4.4 (Òåîðåìà 3.2.2 â [7]). Åñëè ðåøåíèå u ∈ V âàðèàöèîííîé çàäà÷è ïðèíàäëåæèò

ïðîñòðàíñòâó Hk+1(Ω), òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ íå çàâèñÿùàÿ îò h ïîñòîÿííàÿ C, ÷òî

||u− uh||1 ≤ Chk|u|k+1 = O(hk),

ãäå uh ∈ Vh ⊂ V � êîíå÷íî-ýëåìåíòíîå ðåøåíèå, ïîñòðîåííîå íà ýëåìåíòàõ k-ãî ïîðÿäêà.

Òåîðåìà 4.5 (Òåîðåìà 3.2.5 â [7]). Åñëè ðåøåíèå u ∈ V âàðèàöèîííîé çàäà÷è ïðèíàäëåæèò

ïðîñòðàíñòâó Hk+1(Ω), òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ íå çàâèñÿùàÿ îò h ïîñòîÿííàÿ C, ÷òî

||u− uh||0 ≤ Chk+1|u|k+1 = O(hk+1),

ãäå uh ∈ Vh ⊂ V � êîíå÷íî-ýëåìåíòíîå ðåøåíèå, ïîñòðîåííîå íà ýëåìåíòàõ k-ãî ïîðÿäêà.

Â ÷àñòíîñòè èìååì, ÷òî äëÿ ëèíåéíûõ ýëåìåíòîâ (k = 1) ïðè äîñòàòî÷íîé ãëàäêîñòè òî÷íîãî
ðåøåíèÿ u ∈ Hk+1 îøèáêà u − uh èìååò ïåðâûé ïîðÿäîê ñõîäèìîñòè â H1-íîðìå è âòîðîé
ïîðÿäîê ñõîäèìîñòè â L2-íîðìå

||u− uh||1 = O(h), ||u− uh||0 = O(h2).

4. Ýêñïåðèìåíòàëüíûå ïîðÿäêè ñõîäèìîñòè ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ìîæíî ñ÷èòàòü, êîãäà
òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è íåèçâåñòíî. Òîãäà

r123 = log2
||uh(T1)

1 − uh
(T1)
2 ||m

||uh(T1)
2 − uh

(T1)
3 ||m

, r234 = log2
||uh(T2)

2 − uh
(T2)
3 ||m

||uh(T2)
3 − uh

(T2)
4 ||m

,

ãäå uh
(Tj)
i ñîîòâåòñòâóåò èíòåðïîëÿöèè äèñêðåòíîãî ðåøåíèÿ uhi íà ñåòêó Tj .

Ïîñ÷èòàéòå ïîðÿäêè ñõîäèìîñòè, íå èñïîëüçóÿ èíôîðìàöèþ î òî÷íîì ðåøåíèè, è ñðàâíèòå
ñ òåîðåòè÷åñêèìè ðåçóëüòàòàìè î ïîðÿäêå ñõîäèìîñòè.
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Çàäàíèå 4.5 (ïðàêòèêà). Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà â ñåãìåíòå åäè-
íè÷íîãî êðóãà ñî âíóòðåííèì óãëîì ω, ñôîðìóëèðîâàííóþ â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (r, ϕ)
äëÿ ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè Ω = {(r, ϕ) : 0 < r < 1, 0 < ϕ < ω} â âèäå

−∆rϕu = 0, (r, ϕ) ∈ Ω
u = 0, ϕ = 0 èëè ϕ = ω
u = sinβϕ, r = 1,

ãäå ∆rϕ = 1
r

∂
∂r

(
r ∂u
∂r

)
+ 1

r2
∂2u
∂ϕ2 � îïåðàòîð Ëàïëàñà, çàïèñàííûé â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ. Àíàëè-

òè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è ìîæåò áûòü ïîñòðîåíî ìåòîäîì ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ â âèäå

u(r, ϕ) = rβ sinβϕ.

Äëÿ ïðèíàäëåæíîñòè ôóíêöèè u ïðîñòðàíñòâó H2(Ω) äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî∫ ω

0

∫ 1

0

(
∂2u

∂r2

)2

rdrdϕ < ∞.

Èìååì, ÷òî ∫ ω

0

∫ 1

0

(
∂2u

∂r2

)2

rdrdϕ = ω

∫ 1

0

(
β(β − 1)rβ−2

)2
rdr.

Èíòåãðàë ïðèíèìàåò êîíå÷íîå çíà÷åíèå â ñëó÷àå, êîãäà ñòåïåíü r áóäåò > −1, ò.å. 2β− 3 > −1 ⇒
β > 1. Èìååì, ÷òî u ∈ H2(Ω) äëÿ β > 1, ò.å. 0 < ω < π. Ñîãëàñíî òåîðèè ïðè β ≤ 1 (π ≤ ω ≤ 2π)
u ∈ H1+β(Ω). Ýòî ïðèâîäèò, â ÷àñòíîñòè, ê ñíèæåíèþ ïîðÿäêà ñõîäèìîñòè ìåòîäà êîíå÷íûõ
ýëåìåíòîâ â H1-íîðìå ñ O(h) äî O(hβ).

1. Ïîñòðîéòå êîíå÷íî-ýëåìåíòíîå ðåøåíèå äëÿ çàäà÷è Äèðèõëå â ñåãìåíòå åäèíè÷íîãî êðóãà
ñî âíóòðåííèì óãëîì ω = 3π/2 íà ÷åòûðåõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ñåòêàõ (ðàâíîìåðíîå ðàçáè-
åíèå ïðè ïåðåõîäå îò ñåòêè ê ñåòêå) ñ èñïîëüçîâàíèåì ëèíåéíûõ òðåóãîëüíûõ ýëåìåíòîâ è
âû÷èñëèòå ýêñïåðèìåíòàëüíûå ïîðÿäêè ñõîäèìîñòè â L2-íîðìå è H1-íîðìå.

Äëÿ ðåàëèçàöèè èñïîëüçóéòå çàìåíó ïåðåìåííûõ

r =
√

x.2 + y.2, ϕ = atan2(y, x) + 2 ∗ pi ∗ (y < 0).

2. Ñðàâíèòå ýêñïåðèìåíòàëüíûå ïîðÿäêè ñõîäèìîñòè ñ òåîðåòè÷åñêèìè ðåçóëüòàòàìè: ñõîäè-
ìîñòü ïîðÿäêà O(h1+β) â L2-íîðìå è ñõîäèìîñòü ïîðÿäêà O(hβ) â H1-íîðìå äëÿ β = 2/3.
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